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VYorwort.

Die schirferen Begriffsbestimmungen und Beweismethoden,
welche die moderne Mathematik entwickelt hat, gelten in den
Kreisen der Gymnasiallehver vielfach als abstrus und tber-
trieben abstract und werden dementsprechend germ so an-
gesehen, als seien sie nur fiir den engeren Kreis der Specialisten
von Bedeutung. Demgegeniiber hat es mir Vergniigen gemacht,
Im vergangenen Sommer vor einer grisseren Zahl von Zuhorern
in einer zweistiindigen Vorlesung darzulegen, was die neuere
Wissenschaft iiber die Mdglichkeit der elementargeometrischen
Constructionen zu sagen weiss. Schon vorher, als ich den
Teilnehmern des in den Osterferien in Gottingen stattfindenden
Feriencurses eine Skizze dieser Vortriige vorlegte, schienen
dieselben besonderes Interesse zu finden, und dieser Eindruck
hat sich mir im Laufe der Sommervorlesung nur befestigt.
Ich wage also, ein kurze Ausarbeitung meiner Vorlesung zu der
demniichst in Gottingen stattfindenden Versammlung des Vereins
zur Forderung des mathematischen und naturwissenschaftlichen
Unterrichts als Festschrift zu iiberveichen. Diese Ausarbeitung
ist von Herrn Oberlehrer Thgert in Ems fertig gestellt worden,
der an dem vorgenannten Feriencurs Teil genommen hatte
und dem ich ein Collegheft zur Verfiigung stellen konnte, das
von mehreren Zuhorern meiner Sommervorlesung unter meiner
Aufsicht gefithrt worden war. Moge die kleine Schrift in ihrer
anspruchslosen Form im Sinne der Bestrebungen des Vereins
Gutes wirken!

Gottingen, Ostern 1895.
F. Klein.
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Einleitung.

Diese Vorlesung verdankt dem Wunsche ihre Entstehung, das
Studium der Mathematik an der Universitiit mit den Interessen der
Schulmathematik mehr als sonst iiblich in Fiihlung zu bringen.
Sie ist trotzdem keine Anfangsvorlesung, da sie ihre Themata nicht
in der Weise der Schule, sondern von einem hoheren Gesichtspunkte
aus behandelt. Dagegen sind die vorauszusetzenden Kenntnisse
gering. Es wird nur von den Elementen der Analysis Gebrauch
gemacht, wie beispielsweise von der Reihenentwicklung der Ex-
ponentialfunction.

Es sollen im Folgenden die geometrischen Constructionen be-
handelt werden, und zwar soll weniger nach der Auflésung im
einzelnen Fall, als vielmehr nach der Mdglichkeit resp. Unmdiglich-
keit, eine Losung zu finden, gefragt werden.

Drei Probleme, die bereits im Altertume untersucht wurden,
werden dabei im Vordergrunde des Interesses stehen. Es sind

1) das Problem der Verdoppelung des Wiirfels (auch das
Delische Problem genannt),

2) dic Drititeilung eines beliebigen Winkels,

3) die Quadratur des Kreises d. h. die Construction von m.

Bei allen diesen Aufgaben haben die Alten vergebens eine
Losung mit Zirkel und Lineal gesucht, und eben darin lag die
Berithmtheit derselben, dass zu ihrer Bewiltigung hohere Hiilfs-
mittel notig schienen. Wir werden in der That beweisen, dass
eine Auflésung durch Zirkel und Lineal unmdglich ist.

Was den Nachweis ad 3) angeht, so handelt es sich dabei
bekanntlich wm einen ganz modernen Fortschritt. Die Entwicke-
lungen ad 1) und 2) sind implicite in den allgemeineren Be-
trachtungen der Galois’schen Theorie enthalten, wie man sie
heutzutage in den Lehrbiichern der hoheren Algebra findet. Da-
gegen fehlt auch bei diesen Problemen eine explicite Darstellung
in elementarer Form, wenn ich von den Lehrbiichern von Petersen
absehe, die auch in anderer Hinsicht sehr bemerkenswert scheinen.

Zunichst wollen wir den Unterschied zwischen praktischer und
theoretischer Construction betonen. Soll beispielsweise ein Teilkreis

Klein, Festschrift. 1



2 Einleitung.

fiir ein Messinstrument verfertigt werden, so erfolgt dessen Her-
stellung einfach durch Probieren. Theoretisch méglich (d. h. durch
Zirkel und Lineal theoretisch herstellbar) war frither nur eine
Teilung des Kreises in 2%, 3 und 5 Teile und Combinationen
hieraus. Hierzu hat Gauss noch andere Félle hinzugefiigt, indem
er die Moglichkeit der Teilung in p Teile, wo p eine Primzahl
von der Form p = 2% -+ 1 ist, und die Unmoglichkeit fir alle
andern Zahlen bewies. Die Praxis gewinnt hieraus nichts. Die
Bedeutung der Gaussischen Entwickelungen ist eine rein theoretische.
Dies gilt von den stimtlichen Betrachtungen der gegenwiirtigen
Vorlesung.

Bei der Fragestellung unseres Hauptproblems: Welche Auf-
gaben sind (in theoretischem Sinne) construierbar, welche nicht?
miissen wir, um den Ausdruck .,construierbar® schirfer zu fassen,
die Hitlfsmittel nennen, deren wir uns gegebenenfalls bedienen
wollen.  Wir unterscheiden

1. Zirkel und Lineal,

2. Zirkel allein,

3. Lineal allein,

4. weitere Apparate, die wir zu Zirkel und Lineal hinzu-
nehmen.

Das Eigentiimliche ist, dass die Elementargeometrie nicht zu
einer Beantwortung der Frage ausreicht. Wir miissen Anlehnung
nehmen an Algebra und Analysis und fragen zuniichst: Wie driickt
sich in der Sprache dieser Wissenschaften die Verwendung von
Lineal und Zirkel zur Construction aus? Die Notwendigkeit dieser
Gtedankenwendung liegt darin, dass die Elementargeometrie keine
allgemeine Methode, keinen ,Algorithmus® besitzt, wie die letzt-
genannten beiden Disciplinen.

Wir haben in der Analysis erstens rationale Operationen.
Dahin rechnen wir die Addition und die Subtraction, sowie die
Multiplication und die Division. Diese Operationen sind direct geo-
metrisch bel zwei gegebenen Strecken durch Proportionen zu l6sen,
wenn man im Falle der Multiplication und Division noch eine
Einheitsstrecke hinzunimmt. Weiterhin giebt es aber drrationale
Operationen, und diese teilen wir ein in algebraische und trans-
cendente.

Die einfachsten algebraischen Operationen sind das Ausziehen
der Quadrat- und ferner der hoheren Wurzeln, sowie die Auf-
lésung von algebraischen Gleichungen, die sich mit Zuhiilfenahme
von Wurzeln nicht auflosen lassen, wie die fiinften und hoheren



Einleitung. 3

Grades. Hiervon ist nun ]/aib bekanntlich construierbar, und somit
konnen die rationalen Operationen iberhaupt, und die irrationalen,
soweit es sich um Quadratwurzeln handelt, construiert werden.
Andrerseits ist jede ecinzelne geometrische Construction, die auf
den Schnitt zweler gerader Linien, einer geraden Linie und eines
Kreises oder zweier Kreise zuriickkommt, mit einer rationalen
Operation oder der Ausziehung einer Quadratwurzel gleichbedeutend.
Bei den hoheren irrationalen Operationen ist also die Construction
unmdglich, es sei denn, dass man eime Methode finden sollte, bei
ihmen mit Quadratwurzeln durchzukommen. Selbstverstindlich darf
es sich bei allen auszufithrenden Constructionen nur um eine
endliche Anzahl von Operationen handeln, und somit haben wir den

Hauptsatz: FEin analytischer Ausdruck ist dann und nur
dann wmit Zirkel wnd Lineal construierbar, wenn er aus den be-
kanmten Grissen durch eme endliche Anzall rationaler Operationen
und Quadratwurzeln abauleiten ist.

Wollen wir also spiter zeigen, dass eine Grosse durch Lineal
und Zirkel nicht construierbar ist, so haben wir zu beweisen, dass
die Gleichung, in deren Form das Problem gekleidet ist (z. B.
%® = 2, Kreisteilung, Winkeldrittteilung), nicht durch Quadrat-
wurzeln in endlicher Zahl geldst werden kann.

A fortiori ist die Losung unméglich, wenn iiberhaupt keine
algebraische Gleichung vorliegt. Ein Ausdruck der keiner solchen
gentigt, heisst eine transcendente Zahl. Dieser Fall trifft unter
andern, wie wir zeigen werden, bei der Zahl m ein.

1%



4 Algebraische Gleichungen,

Erster Abschnitt.
Die Moglichkeit der Comstruction algebraischer Ausdriicke.

I. Kapitel

Ueber diejenigen algebraischen Gleichungen, welche sich
durch Quadratwurzeln 16sen lassen.

Die folgenden Sitze aus der Theorie der algebraischen Glei-

chungen werden zwar allgemeiner bekannt sein, doch sollen sie
der grosseren Uebersichtlichkeit halber hier noch einmal kurz ab-
geleitet werden.
' Liegt zur Construction irgend eine Grosse x vor, welche nur
durch rationale Ausdriicke und Quadratwurzeln bestimmt ist, so
kann dieselbe jedenfalls erhalten werden als Wurzel einer irredu-
ciblen Gleichung f(z) = 0, und es handelt sich zunichst darum,
den Grad dieser Gleichung zu untersuchen. Ks wird sich heraus-
stellen, dass derselbe immer eine Potenz von 2 sein muss.

1. Es sel, um eine klare Auffassung von dem Bau der Grosse
% zu gewinnen,

7. B. JL:Va_{—Véq:E?’i“ V(l+@+2)+1@
Va 410 Ve

wobei @, b, ¢, d, ¢, f, p, q, r rationale Ausdriicke sein sollen.

Wir erhalten dann folgenden Einteilungsgrund.

2. Wir sehen zu, wie viel Quadratwurzeln in einem Bestand-
teile des « iiber einander stehen, und nennen die Zahl derselben die
Ordnung dieses Bestandteils; so haben wir in unserm Beispiele
Ausdriicke von der Oten, 1ten und 2ten Ordnung.

3. Bezeichnen wir mit u die Maximalordnung, die in unserm
Ausdrack « vorkommt, so dirfen also in demselben nirgendwo
mehr als w Wurzeln tiber einander stehen.

‘4. Bei dem Beispiele x = /2 4 /3 -+ ]/6 haben wir zu-
niichst drei Ausdriicke erster Ordnung. Wir konnen fiir « aber

auch setzen B B o
P = V2 +VE+ V2.V,



die sich durch Quadratwurzeln losen lassen. 5

wo die Zahl der Ausdriicke erster Ordnung auf zwei reduciert
erscheint. Bine solche Reduction denken wir uns allgemein bei
jedem vorgelegten Ausdruck o hinsichtlich der Terme von der
Maximalordnung gemacht. Wir setzen also fortan voraus, dass von
den n Gliedern der wten Ordnung Teines durch die tibrigen Glieder
wler und die sonst ctwa in % auftretenden Glieder wiederer Ordnung
rational ausdriickbar  sei.

Entsprechend machen wir die gleiche Annahme bei den Gliedern
(u—1)-ter und niederer Ordnung, mégen dieselben explicite oder
implicite vorkommen. Diese Hypothese ist, wie man sieht, sehr
natiirlich zu machen und fiir den spiteren Beweis sehr wichtig.

5. Wir wollen jetzt # in eine Normalform setzen. x kann
aus einer Reihe von Summanden mit verschiedenen Nennern be-
stehen, diese bringen wir auf gleiche Nenner und erhalten so x
als Quotienten zweler ganzen Functionen.

Ist nun V@ einer der in x auftretenden Bestandteile wter
Ordnung, so kann V@ in z nur explicite enthalten sein, da u ja
die Maximalordnung ist. Da ferner héhere Potenzen von V@ auf
V@ und @, was ein Glied niederer Ordnung ist, zuriickkommen,
konnen wir setzen

R +0VQ
c+ave’
wo «, b, ¢, d nur noch (n—l) Glieder von wter und sonst nur
Glieder niederer Ordnung enthalten. Multiplicieren wir Zéhler und
Nenner mit ¢ — d ]/Q, so wird

) (ac—bd Q)+ (e —ad)VQ
xXr == .
c¢?—d*Q

]/Q verschwindet also im Nenner, und wir kénnen schreiben

z=a-+ V0,
wo in « und B ausser Gliedern niederer Ordnung nur noch (n—1)
Glieder wter Ordnung vorkommen. Fiir einen zweiten Bestandteil

wter Ordnung erhalten wir in gleicher Weise x=«; 4 f3; V@, ws.t.
Das x lisst sich also so wmrechnen, dass es jeden tibevhaupt
vorkommenden Ausdruck wter Ordnung nur in seinem Zdhler wnd
dort nur linear enthdlt.
Hierbei ist aber zu bemerken, dass Producte verschiedener
Glieder wter Ordnung vorkommen konnen; denn setzen wir z. B., da
ja ¢ und § noch von (n—1) Ausdriicken wter Ordnung abhingen,



6 Algebraische Gleichungen,

o= (“11 + V(l)l)’ g = (ﬁn + Bis VQ:) ’

so wird

r = (“11 + ap VQJ + (ﬁn + B VQ1) V(I)

6. In analoger Weise machen wir fiir die verschiedenen Terme
(w—1)-ter Ordnung, welche explicite und in den Awusdriicken
Q. Q... vorkommen, die analoge Umformung, so dass wir in
jedem Gliede immer nur eine ganze lineare Function des einzelnen
Ausdrucks (u — 1)-ter Ordnung vor uns haben. Dann schreiten
wir zu den Bestandteilen niederer Ordnung fort, die wir ent-
sprechend behandeln, und erhalten schliesslich # bez. seine Bestand-
teile in Beziehung auf die explicite vorkommenden einzelnen Wurzel-
grossen als eine ganze rationale Function des ersten Grades. Damit
haben wir & in die Normalform gesetzt, wie wir uns ausdriicken wollen.

7. Die Gesamtzahl der in dieser Normalform vorkommenden,
nach unsrer Annahme (siehe 4.) von einander unabhingigen Quadrat-
wurzeln sel m. Aendern wir nun in beliebiger Weise das Vor-
zeichen einer jeden dieser Wurzeln, so erhalten wir ein System
von 2™ Ausdriicken Ly Xyy oo Ty, die wir als conjugierte
Grossen bezeichnen wollen.

Es wird sich jetzt darum handeln, die Gleichungen zu unter-
suchen, denen diese conjugierten Grdssen als Wurzeln gentigen.

8. Zundichst ist es nicht notwendig, dass alle conjugierten
Grossen von einander verschieden sind. Wire z. B.

e="Va —{—-]/Z;—}—Vcow]/z,
so #ndert es sich nicht, wenn ]/Z—i'in — ]/5 tibergeht.
9. Ist nun x eine bheliebige Grosse und bilden wir
F(r) = (v—a) (@—,) . . . (3—2u)

o ist F(z) = 0 zweifellos eine Gleichung, welche unsere con-
jugierten Grossen zu Wurzeln hat. Sie ist vom Grade 2™, kann
aber nach 8. mehrfache Wurzeln enthalten. Wir werden zeigen,
dass beim Ausmultiplicieren alle Wurzelzeichen verschwinden und
dass F(z) nur rationale Coefficienten hat.  Aendert sich nimlich
das Vorzeichen einer der in F(a) enthaltenen Quadratwurzeln, so
indert sich damit eine der Wwrzeln x;; damit #ndert sich aber
gleichzeitlg entsprechend die Wurzel «;, so dass die eine in die
andere iibergeht, denn F'(2) muss auf jeden Fall alle durch Ver-
tauschung der Vorzeichen hervorkommenden Ausdriicke # enthalten.
Da nun aber #; und 2; nur in der multiplicativen Verbindung
(¢ — a3) (@-— 2z) vorkommen, so besteht die ganze Aenderung
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darin, dass die Reihenfolge der Factoren von F(z) eine andere
wird. Man sieht also, dass F'(z) in der Weise von den Quadrat-
wurzeln abhiingig ist, dass es einerlei bleibt, ob diese positiv oder
negativ genommen werden, d. h. in F(x) konnen nur deren Quadrate
vorkommen. F(z) hat demnach rationale Coefficienten.

10. Wir leiten nun folgenden Satz ab: Gewiigt cine unserer
conjugierten. Grissen einer gegebenen Gleichung mit rationalen Coef-
ficienten f(x) == 0, so sind auch die iibrigen conjugierten Grissen
Wurzeln dieser Gleichunyg.

f(2) braucht hier nicht gleich F'(x) zu sein und kann ausser
den 2; noch andere Wurzeln haben.

Es sei eine der Grdssen z

a =+ BYQ.
wo V@ einer der in w; enthaltenen Bestandteile wter Ordnung
ist und o und f nur noch von den iibrigen Gliedern wter und
niederer Ordnung abhiingen. Dann muss es eine conjugierte Grdsse
2 = — BV«
geben. Setzen wir nun w; in die Gleichung f(#,) = 0 ein und
bringen wir f(z,) in Bezug auf /@ in die Normalform, also
f(a) = 4 4 BYQ.
so kann dieser Ausdruck nur Null werden, wenn A4 und B fiir sich
verschwinden. Denn wire dies nicht der Fall, so erhielten wir

Y@ ——%: b V/Q losse sich durch die in 4 und B ent-

haltenen Ausdriicke uter und niederer Ordnung rational ausdriicken,
was mit der von uns gemachten Annahme (siehe 4.), die Quadrat-
wurzeln sollten unabhiingig von einander sein, im Widerspruche ist.

Setzen wir jetzt x,” in die Gleichung f(x), so erhalten wir
f(z)) = A — BV, und dies ist sicher gleich 0, da ja A und.B
einzeln verschwinden. Ist also x, eine Wurzel von f(z) = 0, so
ist es auch »,. So fahren wir fort und erhalten das Resultat:

Ist f(a) == 0, so wird f(z) jedenfalls auch fir alle diejenigen
mit », conjugicrten Grissen verschwinden, dic sich aws x; dadurch
ergeben, dass man dic Wurzeln wter Orvdnung im Vorzeichen dndert.

Der Beweis fiir die iibrigen conjugierten Grossen gestaltet
sich in analoger Weise. HEs hinge der Ausdruck wx;, wie wir
ohne Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen kénnen, nur von zwei
Bestandteilen pter Orduung ]/Q und ]/Q’ ab, so lisst sich £(x,)
beziiglich dieser in folgende Normalform bringen:

(af@)=p+aVR+ V& +sVRV&=0.
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(Wire 2 von mehr als zwei Ausdriicken wter Ordnung abhiingig,
so wiirde der Unterschied nur der sein, dass eine griossere Anzahl
analog gebauter Glieder hinzugeschrieben werden miisste.)

Die obige Gleichung a) kann aber nur giiltig sein, wenn

b) p=0,q¢g=0,r=0, s=0,

da ja andernfalls wieder ein rationaler Zusammenhang zwischen
den Wurzeln bestehen wiirde, was gegen unsere Annahme ist.

Bezeichnen wir nun wmit YR, V' E/,... die Ausdriicke (u—1)-ter
Ordnung, von denen z; abhingt, so lassen sich die Grdssen p, ¢,
7,8, in denen sie vorkommen, riicksichtlich ihrer in die Normal-
form setzen; und wenn wir der Einfachheit halber wieder nur

zwei Grossen /R und YR annehmen, erhalten wir die Gleichung:

o p=ut+hVE+u VE A+ VEVE =0
und drei #hnlich gebaute fiir ¢, » und s. Unsere schon mehrfach

benutzte Annahme von der Unabhiingigkeit der Wurzeln liefert
uns dann die Gleichungen:

) n=0, A=0, u=0, v=0.
In Folge dessen werden die Gleichungen c) tnd damit f(z) = 0

auch befriedigt, wenn statt Vﬁ und Vﬁ' die daraus durch
Aenderung der Vorzeichen hervorgehenden Wurzeln -eingefiihrt
werden. Also auch diejenigen conjugierten Grissen, welche aus x;
durch Aenderung der Wurzeln (M—J)ﬁ‘m" Ordnung cntstehen, ge-
wiigen der Gleichung f(x) = 0.

In analoger Weise betrachten wir die Grossen (uw— 2)-ter,
(w—3)-ter, . . . Ordnung und erbringen so den vollen Beweis
unseres Satzes.

11. Wir haben his jetzt zwei Gleichungen F(z)==0 und
f(#) = 0 in Betracht gezogen. Beide haben rationale Coefficienten
und enthalten die x; als Wurzeln. F(x) ist vom Grade 2" und hat
moglicherweise mehrfache Wurzeln, f(x) kann noch durch von den
x; verschiedene Werte befriedigt werden. Hierzu nehmen wir eine
dritte Gleichung ¢ (z) == 0, mit der Bedingung, sic sei die niedrigste
rationale Gleichung, der x,, wnd somit auch alle x; (siehe 10.),
geniigen,

Wir leiten itber dieses g () einige Siitze ab; und zwar finden wir:

12a. () dst irreducibel, d. h. es kann nicht in zwei andere
Polynome mit rationalen Coefficienten gespalten werden. Diese
Trreducibilitit von ¢ liegt darin begriindet, dass es die miedrigste
rationale Gleichung sein soll, welcher die w; genfiigen.
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Denn liesse sich ¢(x) rational spalten, so dass
9(2) = v (&) 1(2)

ist, so gibe @ (2,) == 0 entweder v (x,) = 0 oder y(x;) = O oder
beides. Nach 10. miissen dann diese Gleichungen aber alle con-
jugierten Grossen zu Wurzeln haben. ¢(z) wiirde somit nicht die
niedrigste Gleichung fiir die x; sein.

12b. @(%) hat keine mehrfachen Wurzeln; denn hiitte es solche,
so liessen sich diese nach bekannten Methoden der Algebra rational
abspalten, und ¢(z) wire nicht mehr irreducibel.

12c. o@(x) hat keine andern Wurzeln als die x;; denn hiitte
es deren, so liessen sich diese aus F(z) == 0 und ¢ (2) = 0 rational
abspalten, und ¢(z) wire nicht irreducibel.

12d. Wir wihlen aus den conjugierten Grossen a; sdmiliche
~von eimander verschiedenen aus, ihre Zahl sei M; dann ist, be-
haupte ich:

pa)=Cl@—a) @—mr)...(r—ax).

Denn  g@(z) = 0 enthiilt dann als Wurzeln siémtliche 2; und hat
keine mehrfachen Wurzeln. Es ist ¢(z) durch diese Angabe his
anf eine multiplicative Constante bestimmt, was aber fiir die
Gleichung @(x) = 0 keinen Unterschied macht.

12e. @(x) = 0 ist die einzige irreducible Gleichung mit
rationalen Coefficienten fiir die ;. Denn, giibe es eine andeve
irreducible rationale Gleichung f(z) = 0, welche fiir 2 = ;, und
also fir alle x;, verschwindet, so miisste f(2) durch ¢(z) teilbar

sein, also
f(@) = (@) p(@).

f(x) wire demnach reducibel, was unsrer Annahme widerspricht.

Auf Grund der so bewiesenen fiinf Eigenschaften von ¢(z) =0
kénnen wir diese Gleichung schlechtweg als die irreducible Glei-
chung bezeichnen, welcher unsere x; geniigen.

18. Wir vergleichen nun F(x) und ¢(«) mit einander. Beide
haben nur die x; zu Wurzeln und q)(x) ausserdem unter diesen
keine mehrfachen. Da hiernach F(2) durch ¢(z) teilbar sein

muss, sei

F(z) = Fy(2) ¢(),
wo Fj(z) ebenso wie die beiden andern Gleichungen rationale
Coefficienten hat, da es das Resultat einer aufgehenden Division
ist. Wenn F)(x) keine Constante darstellt, so enthiilt es Wurzeln,
die auch in F(x) = 0 stecken, also einige und darum nach 10.
alle @;. Mithin ist auch F} () durch () teilbar, und wir erhalten

Fy(2) = Fy(2) 9 ().
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Dasselbe gilt, wenn F,(z) nicht constant ist, fiir F(z) u. s. w.
Schliesslich gewinnen wir fiir ein geeignetes F,.~,<,r,) einen Ausdruck

Fra(n) = ¢ 9(2)

F(x) = co’(x).
In der That muss ja der immer kleiner werdende Grad der F(z),
F¥,(x), ... nach einer endlichen Anzahl von Schritten schliesslich
auf O herabsinken.

Das Polynom F(z) ist also, abgeschen von einer unbekannt
bleibenden Constanten, eine Potenz des Minimalpolynoms @ ().

14. Dies ermdglicht uns, den Grad M des letzteren niher
zu bestimmen. F(z) war vom Grade 27, und da F(x) die vte
Potenz von o(x) ist, so ist

2 =y . M.
Demnach ist M auch eine Potenz von 2, und wir erhalten den Satu:

Der Grad der irreduciblen Gleichung, welcher ein aus Quadrat-
wurzeln gebauter Ausdruck gemiigt, ist stets eine Potenz von 2.

Da aber unsere x;, wie wir in 12e. bemerkten, nur einer
einzigen irreduciblen Gleichung geniigen kdnnen, so ergiebt sich
als Umkehrung der Satz:

15. Ist eine irreducible Gleichung wicht vom Grade 2%, so
kann sie gewiss micht durch Quadratwurszeln gelost werden.

und fiir F(z) selber

II. Kapitel.
Das Delische Problem und die Drittteilung des Winkels.

1. Die allgemeinen Sitze des vorigen Abschnittes wenden wir
zuniichst auf das Delische Problem, d. h. auf das Problem der
Verdoppelung des Wiirfels an. Die Gleichung hierfiir ist

2= 2.
Dieselbe ist irreducibel, da andernfalls fiir i/i ein rationaler Wert
existieren miisste. Denn eine Gleichung dritten Grades, welche
reducibel ist, enthilt notwendigerweise einen rationalen linearen
Factor. Aber der Grad der Gleichung ist nicht von der Form 2%
also ist sie nicht durch Quadratwurzeln 18sbar, und die geometrische
Construction mit Zivkel und Linecal unausfithrbar.

2. Wir betrachten jetzt die allgemeinere Gleichung z® = 4,
wo A einen Parameter bedeute, der auch complex sein kann. Die
(leichung wird uns die analytischen Ausdriicke fiir die geometrischen
Probleme der Vervielfiltigung des Wiirfels und der Drittteilung
eines heliehigen Winkels liefern. Es fragt sich, ob die Gleichung
reducibel ist, d. h. ob sich eine ihrer Wurzeln als eine rationale
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Function von A bestimmen ldsst. Es ist hierbei darauf zu achten,
dass die Irreducibilitit eines Ausdrucks allgemein davon abhiéngt,
welche Grossen man als bekannt anzusehen hat. In dem Falle #?=2
handelte es sich wm numerische Grdssen, um die Frage, ob i/?
einen numerisch rationalen Wert haben kann. In der Gleichung 23=1
fragt es sich, ob eine rationale Function von A eine Wurzel derselben
darstellen kann. Im ersten Falle ist der sogenannte Rationalitits-
bereich die Gesamtheit der rationalen Zahlen, im zweiten sind es
die rationalen Functionen eines Parameters. Indem wir diesen als

unbeschriinkt veriinderlich ansehen, ist ohne weiteres ersichtlich,
dass kein Ausdruck z = %((%, wo @(1) und ¥ (1) Polynome sind,
unsererer Gleichung gentigt; sie ist also fiir die hiermit bezeichnete
Annahme irreducibel und eben darum nicht
durch Quadratwurzeln zu 16sen.

3. Wir werden jetzt aber die Ver- 2
dnderlichkeit von A4 einschrénken.
Wir setzen (s. Fig. 1)

A =17 (cos @ 4 i sin ¢),
$0 ist

1;/1 = i/; i/eos @ -+ i sin @. Pig. 1.
Die Aufgabe zerlegt sich also in die Teilaufgaben, die dritte Wurzel
aus einer reellen und aus einer complexen Zahl von der Form
cos @ - 4 sin @ auszuziehen (die wir beide als frei veréinderlich
ansehen wollen). Diese Teilaufgaben werden wir jetzt getrennt
behandeln.
a) Die Wwzeln der Gleichung »* = 1 sind

Vi e stV
—14iV3 , —1—4iVY3

und &= —

2 2

wo

& ==

die complexen dritten Wurzeln der Hinheit bedeuten.
Betrachten wir die Gesamtheit der rationalen Functionen von #

als den Rationalitdtsbereich, so miisste sich, wenn 2% = » redu-
cibel wire, eine der Wurzeln in der Gestalt z = %%3 abspalten

lassen. Aber dies ist, auch wenn wir die Verinderlichkeit von
auf das reelle Gebiet beschriinken, nach den Gesetzen der Teil-
barkeit der Polynome ersichtlich unméglich. Die Gleichung #®==1»
ist also durch Quadratwurzeln nicht 18sbar, und das Problem der
Vervielfiltigung des Wiirfels fiir frei veriinderliches » mit Zirkel
und Lineal nicht construierbar.
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b) Die Wurzeln der Gleichung
#% = cos @ i sin @

sind nach dem Moivre’schen Satze

. ) b4 s P
@ =cos + isin o,

+ 2= - + 2=
Ty = COS ?i—_‘{— -+ isin L‘gv— ,

4
X5 == COS Lfg,ﬂ —+ i sin -q);t;ﬂ-
Geometrisch bedeuten die Wurzeln die Ecken eines gleichseitigen
Dreiecks auf dem Einheitskreise um den Anfangspunkt, und die
Gleichung 2 = cos @ - i sin ¢ ist die analytische Formulierung
des Problems der Drittteilung
des Winkels. Denn, wie die
Figur zeigt, entspricht x, der
Winkel -

Hier werden wir unserer
Betrachtung eine andere

Wendung geben:
Wenn die Gleichung:

%% = cos @ + i sin
reducibel wire, so miisste
sich eine ihrer Wurzeln als
P+ 1T eine rationale Function von
cos @ und sin ¢ darstellen
lagsen. Diese wiirde sich
nicht #ndern, wenn ¢ in ¢ - 27 iiberginge. Nehmen wir aber
diese Aenderung bei den drei Wurzeln der Gleichung vor, indem
wir ¢ durch stetige Abiinderung in ¢ - 2w iibergehen lassen, so
sehen wir, dass #;, in x,, dieses in x, und dieses in x, tibergeht.
Die Wurzeln vertauschen sich also cyklisch. Also ldsst sich keine
Wurzel als rationale Function von cos ¢ und sin ¢ darstellen. Dann
ist aber &4® = cos @ - i sin @ irreducibel wnd demmach wicht durch
Quadratwwrzeln in  endlicher Zahl lésbar. Die Drittteilung des
Winkels kann wit Zivkel und Lineal wicht ausgefiihrt werden.

Dieser Beweis und der ganze Satz gelten ersichtlich nur, insofern
@ als ein frei veriinderlicher Winkel angesehen werden soll; fiir
besondere Werte von ¢ kann die Construction sehr wohl durch-
fithrbar sein.
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III. Kapitel.
Die Kreisteilung.

1. Die Aufgabe, einen gegebenen Kreis in #n gleiche Teile
zu teilen, rithrt auch schon aus dem Altertume her, und man
kannte schon lange die Mdglichkeit der Auflésung derselben, wenn
n==2" 3 und 5 oder eine Combination aus diesen Zahlen ist.
Gauss erweiterte in seinen Disquisitiones arithmeticae diese Zahlen-
reihe, indem er zeigte, dass die Teilung fiir jede Primzahl von
der Form p = 2% 4 1 durchfithrbar, fiir alle andern Primzahlen
und Primzahlpotenzen aber unmioglich ist. Wir wollen, um eine
genauere Anschauung zu gewinnen, das Gauss’sche Resultat etwas
specificieren. Setzen wir in p = 2% 4+ 1 p==0, so wird p =3,
fiir w = 1 erhalten wir p = 5, d. h. die Fille, welche schon dem
Altertume bekannt waren. Ferner ergiebt uy=2, p = 2% +1=17,
fiir welche Zahl Gauss die Teilung ausfiihrte.

Bei w =3 haben wir p = 22 -+ 1 =257, was ebenfalls
eine Primzahl ist. Das 257-Eck ist also construierbar. Das gleiche
gilt, da 22" 4 1 = 65537 eine Primzahl ist, fir das 65537-Eck.
=25, pw===6, u="T geben keine Primzahlen. Fiir u = 8 hat
noch Niemand untersucht, ob eine Primzahl vorliegt oder nicht.
Kostete doch allein der Nachweis, dass die bei w = 5,6, 7 ent-
stehenden grossen Zahlen keine Primzahlen sind, schon einen
grossen Aufwand von Anstrengung und Geschicklichkeit. Es ist
also immer moglich, dass w == 4 die letzte Zahl ist, welche eine
Losung zuldsst.

Ueber das 257-Eck hat Richelot eine umfangreiche Arbeit
in Crelle’s Jowrn. IX, 1832, pp. 1—26, 146—161, 209—230,
337—356 verdffentlicht. Sie triigt den Titel: De resolutione alge-
braica aequationis 2%7 = 1, sive de divisione circuli per bi-
sectionem angull septies repetitam in partes 257 inter se aequales
commentatio coronata.

Auf das 65537-Eck hat Herr Prof. Hermes in Lingen 10 Jahre.
seines Lebens verwandt, um alle nach der Gauss’schen Behand-
lungsweise vorkommenden Wurzeln etc. genau zu untersuchen.
Das #usserst fleissige Diarium wird in der Sammlung des mathe-
matischen Seminars zu Gottingen aufbewahrt. Man vergleiche eine
Mitteilung von Prof. Hermes in Nr. 3 der Gottinger Nachrichten
vom Jahre 1894.

2. Will man die Moglichkeit der Teilung eines Kreises in
n gleiche Teile untersuchen, so kann man sich auf die Félle be-
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schriinken, dass 7 = p oder n = p%, gleich einer Primzahl oder
einer Primzahlpotenz ist. Denn ist # eine zusammengesetzte Zahl,
so kann man die Aufgabe immer auf eine Teilung in die Prim-
zahlteile, welche » zusammensetzen, zurtickfithren. Wird 7. B. eine
Teilung in 15 gleiche Teile verlangt, so gentigt es, die Teilung
in 3 und 5 Teile durchfithren zu kénnen, da sich aus der Glei-

C2 3 1 .. . . . . .
chung & — ¢ = (o die Teilung in 15 Teile hinterher von selbst
ergiebt.

3. Wie sich herausstellen wird, ist die Teilung in p gleiche
Teile nur ausfiihrbar, wenn p eine Primzahl von der Form
p=2"+4+1 ist. Wir werden zunichst zeigen, dass, wenn eine
Primzahl durch diese Form dargestellt werden soll, 7 = 2, d. h.
selbst gleich einer Potenz von 2 sein muss. Hierzu sind einige
ganz einfache zahlentheoretische Betrachtungen erforderlich, wobei
wir von dem sog. Fermat’'schen Salze ausgehen. Dieser lautet:

Ist p eine Primzahl und die ganze Zahl a nicht durch p
teilbar, so gilt die Congruenz:

Diese (p—1)-te Potenz braucht indessen nicht die niedrigste
7u sein, welche bei gegebenem @ die Congruenz befriedigt. Ist s
diese niedrigste Potenz von a, so, lisst sich beweisen, muss s ein
Teiler von p — 1 sein. Ist speciell s =p — 1, so sagt man:
@ 1st eine Primitiveurzel von p, wobei wir bemerken, dass es fiir
jede Primzahl solche Primitivwwizeln giebt. Von dem Begriff der
Primitivwurzeln werden wir aber erst spiter Gebrauch machen.

Es sel nun s der niedrigste Exponent, welcher die Congruenz
25 41 (mod. p), wo p == 2"+ 1 ist, befriedigt. Man schliesst aus

P = 2 + 1,

W=p —1<p

dass

ist.
Andrerseits bedingt die Congruenz 2° = - 1 (mod. p) die
Ungleichung 2* > p, so dass p liegt zwischen

o< p < 2,
s>h.

Aus den beiden Congruenzen
25 == -4 1 (mod. p)
2" == — 1 (mod. p)

demnach ist

und

folgt durch Division
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25t === — 1 (mod. p).
Wenn nun s < 2/ wire, so wire auch s — /i </h; da aber, wegen
9% = p — 1, I die kleinste Potenz von 2 ist, welche die Con-

gruenz 2* = — 1 (mod. p) erfiillen kann, so ist s unmdglich
kleiner als 2/. Ls muss also mindestens

s=2N
sein. Aus 2" = — 1 (mod. p) ergiebt sich aber wirklich

2% == 4 1 (mod. p),
also ist in der That s==2%k. Nach der oben gemachten Be-
merkung muss aber (p-— 1) durch s teilbar sein. Da nun

p—1=2"

eine Potenz von 2 ist, muss auch & eine solche repriisentieren.
Die in der Form p = 2" 4 1 enthaltenen Primzahlen konnen also

nur die Gestalt p = 2% 4 1 haben. :

4. Der Beweis, dass . eine Potenz von 2 ist, ldsst sich
noch in anderer Weise fithren. Wire niimlich 7 durch eine un-
gerade Zahl teilbar, etwa /i = 1'(2n 1), so wiirde nach der
Formel

@2 1 = (p-1) (2 — a2 gt e 1)
p = 2¥@+D L 1 durch 2 - 1 teilbar, also keine Primzahl sein.
5. Wir wollen nun zuniichst beweisen, dass fiir alle andern
Fille, als die genannten, die Kreisteilung unausfithrbar ist. Dazu
miissen wir vor allem das geometrische Problem in ein algebraisches
verwandeln.

Zeichnen wir fiir z == - iy in der z-Ebene einen Kreis
vom Radius 1 und wollen wir diesen, vom Punkte z =1 be-
ginnend, in n gleiche Teile teilen, so verlangt diese Aufgabe die
Losung der Gleichung

g — 1 =0.
Dividieren wir hier durch 2z — 1, so spalten wir dadurch die
Wurzel z =1 ab, was, geometrisch gedeutet, heisst: Wir sehen

von dem Anfangspunkte der Teilung des Kreises ab. Sonach
erhalten wir die Gleichung:

Sol=mi gt L e 1= 0.

Diese Gleichung bezeichnet man schlechtweg als Kreisteilungsglei-
chung.  Wie oben bemerkt wurde, kénnen wir uns auf die Fille
beschriinken, dass n eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz ist,
und fithren deshalb zuerst die Untersuchung fiir den Fall 5 = p.
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Der wesentliche Punkt des Beweises ist, zu zeigen, dass obige
Gleichung irrveducibel ist. Denn da, wie wir frither einsahen,
irreducible Gleichungen nur dann mdoglicherweise durch Quadrat-
wurzeln geldst werden konnen, wenn ihr Grad eine Potenz von 2
ist, so ist eine Teilung in p Teile jedenfalls unmdoglich, wenn
p — 1 nicht gleich einer Potenz von 2, also nicht

p— 21— 1
ist. Man sieht hieraus, warum gerade die Gtauss’schen Primzahlen
eine Sonderstellung einnehmen.
6. Wir schalten hier ein Lemma ein, welches als das Gauss-
sche Lemma bezeichnet wird. Ist

IW(Z) — g _I_ A g1 + B2 + . _,_ Lz .+_ M,
wo die A, B etc. ganze Zahlen sind, und lisst sich F(z) in zwel
rationale Factoren f(z) und ¢(2) zerlegen, so dass

F() = £(&) - 9(2)
= (Zm + ot R ) (Zm, -+ By Frt + By g2 -+ - )
ist, so miissen die « und 3 auch ganze Zahlen sein. Mit andern
Worten:

Lisst sich ein ganzzahliger Ausdruck rational zerlegen, so lisst
er sich gamzzahlig zerlegen.

Wiren n#imlich die « und f# Briiche, so bringen wir sie in
jedem Polynom auf den kleinsten gemeinsamen Nenner. Diese
seien ¢, und b,. Multiplicieren wir dann die (leichung mit a,b,,
so erhalten wir:

agby F(2) = 1,(2) 91 (2)
— (dozm + a gm—1 + a, 2.m~2_|_ .. ) (7)02"/ + bl Zm'-—l _I_ b2 Z’m'*E + .. _))
wo die @ und b jetzt ganze und zwar, da a, und b, die kleinsten
gemeinsamen Nenner waren, teilerfremde Zahlen sind. Wenn nun
ay und b, von 1 verschieden sind, so liegt in dieser Gleichung
schon ein Widerspruch. Ist némlich a, b0§1, so miissen sich

simtliche Glieder links durch jede in @b, enthaltene Primzahl ¢
teilen lagsen. Dann miissen aber auch simtliche Coefficienten
wenigstens des einen Polynoms rechts durch g teilbar sein. Wire
nimlich «; der erste Coefficient in f,(2) und by der erste in g, (2),
welcher nicht durch ¢ teilbar ist, so betrachte man im ausmultipli-
cierten Producte rechts das Glied mit g7+”—+—*  Dasselbe hat
den Coefficienten

(ai by —f— @i—1 bk+1 —I— @i —2 bk+2 —I— e + Q41 br—1 —l— ;42 br—2 —l— . ) .
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Da nun nach unserer Annahme die a;_, @;—g, ... und die Dz,
br—g, ... durch q teilbar sind, so muss auch «;b; den Factor ¢
enthalten. Also miissen entweder die simtlichen Glieder von f;(2)
oder von g, (2) oder beide durch ¢ teilbar sein, was den thatsiich-
lichen Verhéltnissen widerspricht, da die « und b unter sich
tellerfremd sind. Die Gleichung

agby F' (Z) = 11(2) 9:(2)
kann demnach nur bestehen, wenn ¢,b, = 1 ist, d. h. die Zer-
legung war von Anfang an ganzzahlig.

7. Um zu heweisen, dass die Kreisteilungsgleichung irreducibel
ist, geniigt es nach dem Gauss’schen Lemma zu zeigen, dass sie
nicht ganzzahlig zerlegt werden kann. Zu diesem Zwecke werden
wir uns der einfachen Eisenstein’schen Methode (Crelle Journ. 39,
p-167) bedienen, welche auf der Substitution z == a 4 1 beruht.
Wir erhalten

gV — 1 r -+ 1?7 — 1 p(p—1 .

NI _|_13,(1£g,1,.?4, 4 p=o.

Rechts besitzen alle Coefficienteri den Factor p bis aut das erste
Glied, wihrend das letzte p selber ist, p immer als Primzahl
vorausgesetzt. Hin solcher Ausdruck ist aber ganz allgemein
irreducibel.

Wiire dies ndmlich nicht der Fall, so hitte man

fr41) = (7 @@ 410 +a,)
> (\.’l’m’ -—I— bll’l'“"'_‘l + T """ b/u'—lfl""}" bnl);

wo die ¢ und b ganze Zahlen bedeuten.

Da nun das Glied nullter Ordnung links gleich p ist, so ist
b,y = p; und weil p eine Primzahl ist, muss einer der Factoren
der Binheit gleich sein. Es sei @, = - p und b,y = -+ 1. Auch
der Coefficient des linearen Gliedes muss, wie die Formel fiir f(2)
zeigt, durch p teilbar sein. Dieser lautet

by —1 [ “l_ U Dy —1 -

Hieraus folgt, dass a,..1 durch p teilbar sein muss.
Das gleiche finden wir fiir a,_, aus dem Coefficienten des

quadratischen Gliedes .
2 by ‘I‘ Wyp—1 bm'-vl "I" [ by —2,

(denn die beiden letzten Ausdriicke lassen sich. durch p teilen und

Klein, Fostschrift 2
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in dem ersten ist b,, = - 1). Ebenso finden wir, dass auch alle
itbrigen Coefficienten des Factors (z"—a; 2™ 1= 4ty 12~ tny)
durch p teilbar sein miissen. Dies trifft aber fiir den Coefficienten
von #™ nicht zu, der gleich 1 ist. Dieser bei gegenteiliger An-
nahme eintretende Widerspruch beweist, dass die Kreisteilungs-
gleichung irreducibel ist, wenn die Zahl der Teile p eine Primzahl ist.

8. Wir untersuchen jetzt den Fall einer Primzahlpotenz (wobei
im Grunde nur die Gauss'schen Primzahlen Interesse haben). Wir
werden zeigen, dass fiir p > 2 eine Teilung des Kreises in p*
Teile unmdglich ist. Hiermit ist die Sache fiir p > 2 tiberhaupt
erledigt, da Teilungen nach hoheren Primzahlpotenzen stets die
p*-Teilung enthalten miissen.

Hier lautet die allgemeine Gleichung:

2 — 1 =0,

aus welcher wir zuniichst durch die Division mit 2 — 1 die Wurzel
1 abspalten:

21
—- =0,

72 —1

Aber auch dieser Ausdruck hat noch fremde Wurzeln, indem
er ja auch alle diejenigen enthilt, welche sich auf die p-Teilung
beziehen, d. h. alle Wurzeln der Gleichung

¥ —1
= —0.

Beseitigen wir analog durch Division auch diese Wurzeln, so
erhalten wir endgiiltig:

27 —1
f(Z) = zp:: 0.

(Auch geometrisch ist diese Gemeinsamkeit der Wurzeln klar,
indem ja z B. bel der Neunteilung auch die Drittteile mit auf-
treten.)

Fiihren wir jetzt die Division aus, so erhalten wir die p Glieder:

22D L gp(p=D . g - 1
und durch die Substitution
folgt:
(p41)p@= A (24 1)2@D - - (@ 1)P 4= 1.
Da wir hier p Glieder haben, so lautet nach der Entwicklung das

constante Glied jedenfalls: p, und die ganze Summe hat augen-
scheinlich die Form.:
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a? @ - p (),

wo 7(z) ein Polynom mit ganzen Coefficienten darstellt, dessen
Glied nullter Ordnung gleich 1 ist. Wie wir aber in 7. zeigten,
ist ein solcher Ausdruck ganz allgemein irreducibel. Also ist auch
die nmeue Kreisteilungsgleichung [(z) = O wiederum irreducibel.

Nun ist der Grad dieser Gleichung p(p—1). Da aber eine
irreducible Gleichung nur dann (mdglicherweise) durch Quadrat-
wurzeln gelost werden kann, wenn ihr Grad eine Potenz von 2
ist, so beschrimlt sich die Moglichkeit der Kreisteilung in Primzahl-
quadratteile auf den Fall p = 2, also p* = 4.

Mit der Unmdglichkeit der Teilung in p* Teile ist aber, wie
wir bemerkten, die Unmoglichkeit der Teilung in p* Teile, wo
« > 2, vou selbst gegeben.

IV. Kapitel.
Die Construction des reguldren 17-Ecks.

1. Nachdem wir somit eingesehen haben, dass nur fir die
oben angegebenen Gausy'schen Primzahlen die Kreisteilung durch
Zirkel und Lineal mdoglich sein kann, wird es von Interesse sein,
zu erfahren, dass sich und wie sich im Einzelnen die Construction
wirklich ausfithren ldsst. So soll es denn Aufgabe dieses Kapitels
sein, in elementarer Weise die Methode auseinanderzulegen, nach
der sich speciell das regulire Siebzehneck in den Kreis ein-
zeichnen ldsst. |

Da wohl bislang aus rein geometrischen Erwigungen noch keine
Constructionsmethode gefunden ist, so werden wir zu diesem Zwecke
denselben Weg einschlagen miissen, auf dem sich unsere allge-
meinen Betrachtungen bewegten. Danach haben wir zunichst die
algebraische Seite der Aufgabe ins Auge zu fassen, d. h. die Wurzeln
der in Betracht kommenden Gleichung 16ten Grades:

242+ F w4 1=0
su untersuchen und dann den aus ihr resultierenden Quadrat-
wurzelausdruck geometrisch zu construieren.
Nun ist bekanntlich die transcendente Form der Wurzeln:

2

%4 .. 2um . .
&y == 08 [ i sin (n=1,2,...16),

und wenn wir

setzen, so ist
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Greometrisch stellen sich diese Wurzeln in der complexen
Ebene als die von 1 verschiedenen Ecken des reguliren 17-Eeks
dar, welches in den Lin-
heitskreis,  wie neben-
stehend, eingezeichnet ist.
Dabeiist es an sich willkiir-
lich, dass wir die Wurzel
& bevorzugt haben; aber
wenn wir uns die Aufgabe
stellen, die verschiedenen
¢ zu construieren, ist es
zur Priicisierung der Frage

notwendig, genau zu sagen,
mit welchem & wir be-
ginnen wollen, also ein e,
7. B. &  aussuzeichnen.
Haben wir erst speciell &
gefunden, so ergeben sich

die zu den andern &,

gehdrigen Winkel einfach als das z-fache des su & gehdrigen, wo-
durch auch die ¢, selbst bestimmt sind.

Der Grundgedanke der Losung geht davon aus, dass wman
die 16 Wurzeln in bestimmnter Weise in einen Cyklus ovdnen Fkann,
und zwar dadurch, dass man cine Primitiviowrzel fir den Zahlen-
modul 17 heranzieht.

Wie wir bereits frither erwihnten, heisst eine Zahl ¢ Primitiv-
wurzel zum Modul 17, wenn die Congruenz

@ = 1 (mod. 17)
als kleinste Lisung s == 17 — 1 = 16 hat. Die Zahl 3 hat nun
in Bezug auf mod. 17 diese Eigenschaft. Denn es ist:

5 39 == 14 3B =12
b2 1hH 30 =8 3= 9

7 310 ==

mod. 17.

Ordnen wir jetzt die Wurzeln g so, dass ihre Kxponenten
dieselbe Reihenfolge wie die obigen Reste bilden, so erhalten wir:

5 3 5 13 ; . ;
e, 6%, 610, g18 g5 p10 plL p16 14 o8 o7 ch 12 02 06 o1

Darin st jede Wurzel die dritte Potenz der il voramgehenden.
Dies lisst sich leicht verificieren; z. B. ist
616 J— (611)3 J— 633 e 1T 16 ,:16.

= ¢ < = C
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Die Gauss’sche Methode besteht nun darin, den angegebenen
Cyklus in 8-, 4-, 2- und eingliedrige ,, Perioden‘ su zerlegen, ent-
sprechend den Factoren, in welche sich die Zahl 16 zerlegen lisst.
Wir werden das sogleich noch genauer ausfiihren. Des Niheren
versteht Gauss unter ,Periode” die Sumsme der in einer solchen
Unterabteilung stehenden Wurzeln. Die so verstandenen Perioden
lassen sich dann der Reihe nach durch quadratische Gleichungen
berechnen.

Das hiermit geschilderte Verfahren bei der Teilung in 17 Teile
ist iibrigens nur ein specieller Fall davon, wie man im Allge-
meinen hei der p-Teilung vorgeht. Auch hier werden die p — 1
Wurzeln vermittelst einer Primitivwurzel des Moduls p cyklisch
geordnet, und aus ihnen dann Perioden gebildet, welche sich durch
Hiilfsgleichungen bestimmen. Der Grad der letzteren hiingt dabei
von den Primfactoren der Zahl p — 1 ab, man braucht also nicht
grade wie oben Gleichungen 2ten Grades zu erhalten.

Der Fall eines allgemeinen p ist ausfibrlich, ausser natiirlich
von Glauss selbst in den Disquisitiones, beispielsweise von Bachmann
in seiner Schrift: ,Die Lehre von der Kreisteilung” (Leipzig,
1872), behandelt worden.

3. Um aus unsern 16 Wurzeln die ersten 8-gliedrigen Perioden
su bilden, beginnen wir bei dem Exponenten 9, gehen immer um
zwei Schritte vorwirts und addieren die so erhaltenen Glieder.
Lassen wir der Einfachheit halber iiberall die Basis ¢ weg, so
wird die erste 8-gliedrige Periode:

9+ 13+ 15416 +8 44 4 2 4 1=y,.
Die zweite ist dann:
3410454114 14 7412 4+ 6 =y,
Diese Perioden zerlegen wir nach demselben Princip und ge-

winnen aus 1, die viergliedrigen Perioden #n, und #," und aus ¥,
die entsprechenden (7,) und (%), also:

13 16 4+ 4 - 1 =y,
O+ 15+ 8+ 2=y,
3454 14 4 12 = (y),
10 4+ 11 4+ 7 4+ 6 = ().
Dasselbe Schema liefert uns die zwei- und eingliedrigen Perioden als:

16 + 1 =y,",
13 4 =mn" ws f

und
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no/// J— 1’
=16 u s f

Diese Perioden konmen wnumn successive durch Quadyatwurzeln
berechnet werden, wie wir sofort zeigen werden. Vorab eine kleine
Hiilfsbetrachtung.

4. Da, wie die Figur 3 zeigt, die Wurzeln 1 und 16, 2 und
15 etc. conjugiert imagindr sind, so diirfen wir setzen

2 cos 2T —
16—{—1-—————200517——01,

4
15 4 2 = 2 cos -17; =, w s
wo die C, reell sind. Die Perioden, welche wir sofort zu be-

rechnen haben werden, nehmen dadurch folgende Gestalt an:
Ny = 0{ + G + O + G,
n = Cy + Oy 4 Co + (7,
ny = Cy + €4, ("Zo/) = C; + G,
"11/ = (s + Gy, ("71/) = C; + (.
Diese Perioden sind demnach alle reelle Zahlen.

5. Um nun auf eine he-
stimmte Einheitswurzel z. B.
g hinauszukommen, ist es
notig, einen vorldufigen
Ueberblick tiber die gegen-
seitigen Grossenverhiltnisse
der Perioden zu gewinnen.
Zu diesem Zwecke bedienen
wir uns des folgenden Kunst-
griffes. Wir teilen die Hilfte
des Kinheitskreises in 17
gleiche Teile und bezeich-
nen der Reihe nach die Ent-
fernungen der Teilpunkte

- vom Punkte O mit

Sy Sy - S,
welches letztere den Durchmesser des Finheitskreises bedeutet, also
gleich 2 ist. Dann folgt daraus, dass

; . 2um
S, = 2 sin —-— -
# 34
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Zwischen den C und S bestehen aber folgende Relationen:

0y = Sy, Oy =—5,
Cy =25, Cg=—258;,
Oy =158, Oy = — Sy,
Cy =5, Og = — 8. 4
Man iiberzeugt sich hiervon leicht, denn es ist beispielsweise
27 17% 1371) 5 . 13m o
Cp=2c0s 37 =2 S('gf*‘—gf = 2sinpr= 8,
oder
- Aomw ‘<177t in)__ I ,
C5 = 2 cos 7 = 2 cos s T )= 2singp = — 8.

Die Grossenverhiiltnisse der S kdnnen wir nun unmittelbar
aus der Figur ablesen, wobel wir sehen, dass deren Grossen mit
ihren Indices wachsen.

Bilden wir jetzt

g — Ny =Sy + B + Sy + 8 + 85 4 5 — Sy — S5,
so ist sicher ;53 - Sy > S5 und Sy > S, also ist
o > My
Analog erhalten wir
(ny) — (n) =Sy + S5 + 5 — S,
was gewiss grosser als O ist, da schon S§; > Sy; daraus folgt
(n¢) > (ny).
In dhnlicher Weise ist
Ny — N =S5 + Sy — S + S
wo Sy, und S5 grdsser als Sy sind. Demnach ist
Mg > 1y -
Endlich ist
ne — o =} — = Sig — 8, >0,
so dass auch
Mo > M
ist. Alle diese Periodendifferenzen sind demnach reelle positive

Zahlen.
Uebrigens gilt auch die Beziehung:

(e’ —ny) ((”lo/) - (”?1/)) = 2(y—n)-
Fithrt man nimlich die Multiplication aus, so erhdlt man in ver-
einfachter Bezeichnung:
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(134164441 015~ 8- 2)(3-F5414-4+12—10—-11-7 6)
= 164+1+4+10+4+8 —6 —7 —3 — 2
4244413411 —9—10 — 6 — 5
T+ 94 14+ 16— 14 — 15— 11 — 10
461513 — 11— 12 — 8 — 7
— 12 — 14 — 6 — 4+ 2+ 3 16 15
=1 —3—12—104 84945+ 4
11— 13 — 5 — 3414+ 2415+ 14
— 5T —16—14 4124+ 13 49+ 8
=2(16 +14+ 84+ 244413415419
— 10 —6 — 7 ~—.3-——11—~5—14~—12\)
= 2(n, — ) »
Sind also zwei der obigen Periodendifferenzen positiv, so ist es
auch die dritte, was mit unserer directen Angabe stimmt.
6. Um nun die quadratischen Gleichungen, denen die Perioden
gentigen, aufzustellen, berechnen wir die symmetrische Functionen

der Perioden.
Da ny + 4, gleich der Summe der 16 Wurzeln ist, ist offenbar

A+ oy = — L.

Um w, .9, zu berechnen, bilden wir uns ganz dasselbe Multi-
plicationsschema wie in 5., nur dass alle Wurzeln positiv zu nehmen
sind. Dann sieht man, dass im ausmultiplicierten Producte jede
Wurzel viermal vorkommt. Es ist demnach

ey = — 4.
Daraus erhalten wir die quadratische Gleichung

1]2 + 9y —4=0
mit den Wurzeln

1218

Mo ) M 3

1 Y17 =1
3 P)
Wir haben darin bereits iiber das Vorzeichen der Quadratwurzel
entschieden, da nach unserer Zwischenbetrachtung 5, > #, sein muss.
Der zweite Schritt ist die Berechnung von x, und x,". Wir
haben
Ny =1y
und finden, wenn wir, wie oben,

g’ = (13 4 4 4 16 4+ 1) (8 + 0 + 15 + 2)
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ausmultipliciren, dieses Product gleich der Summe aller Wurzeln,
folglich
No * My = — 1.
Das giebt die zweite quadratische Gleichung:
0=y —1="0
mit den Losungen
QT o TS o R S
’ 2

9 s L =

o
(ranz analog ist

)+ ()=

() ~ ()= —1.
Also haben wir als dritte Gleichung:

()= () — 1 =0,

und

woraus folgt:
("70/) =
Zur Aufstellung der vierten Gleichung berechnen wir endlich

"]0// + "71” = ”’lol

T e AR Y
2 h) = 5

7

und .
W= (16 1) (13 4+ 4) = 12 4 3+ 14+ 5= (),
Die Gleichung lautet somit:
0=y -y =4 () =0
und hat die Wurzeln: )

S e (T I S T (Y8
2 9

1 2

Mo

Auf diese Weise haben wir 5,” == €, wirklich durch eine Reihen-
folge von Quadratwurzeln berechnet.

Wollen wir darauf ,” in eine Normalform bringen, so ist zu
berticksichtigen, dass von den vier aufgestellten Quadratwurzel-
ausdriicken der eine durch die tibrigen rational darstellbar ist.

Benutzen wir n#imlich die frither aufgestellte Gleichung

(o' — my) ((770,) - ("f)) = (0 — M),
so finden wir, dass
Vi + 4V + 4 =217

sein muss. }/n? + 4 lisst sich also durch die beiden vorange-
gangenen Quadratwurzeln rational ausdriicken.
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Setzen wir fiir die n der Reihe nach die numerischen Werte
ein, so erhalten wir daraufhin:

14 VAT

Mo = 2 L]

0 =

(o =—1= V1T +41/34 + 217 ’

It Vit Vse—2y11
= 8

0

+_Y}a+mpqa_4gyag;ﬁzﬁ_ﬂ(L_Vﬁyvgl:aﬁﬁ‘
8

Damit sind wir mit der algebraischen Theorie vollkommen fertig,
und da es, wie bereits frither bemerkt, wohl bis jetzt keine nur
aus geometrischen Erwigungen hervorgegangene Construction des
17-Ecks giebt, so wird es sich jetzt nur mehr um die geometrische
Uebersetzung der einzelnen algebraischen Schritte handeln.

7. Es sei gestattet, hier einen geschichtlichen Excurs tiher
geometrische Constructionen mit Zirkel und Lineal einzuschalten.

In der Geometrie der Alten wird Zirkel und Lineal immer
nebeneinander gebraucht, und die Kunst besteht nur darin, die
einzelnen Stiicke der Figur so gegen einander zu legen, dass man
nicht Unndtiges zu zeichnen braucht. Ob die einzelnen Schritte
mit dem Zirkel oder mit dem Lineal gemacht werden, ist dabei
nicht unterschieden. :

Dem gegeniiber hat im Jahre 1797 der Italiener Mascheroni
den erfolgreichen Versuch gemacht, in seiner ,geometria del
compasso” (Geometrie des Zirkels) alle Constructionen nur mit
diesem Instrumente allein auszufiihren, wobei er behauptet, die
Constructionen mit dem Zirkel seien praktisch genauer, als die
mit dem Lineal ausgefilhrten. Er schreibt, wie er ausdriicklich be-
tont, fiir den Mechaniker, also mit einem durchaus praktischen
Zweck vor Augen. Das Originalwerk Mascheroni’s ist schwer zu
lesen, und es ist dankenswert, dass es einen kleinen deutschen
Auszug giebt von Hutt, die Mascheroni’schen Constructionen.
(1880, Halle.)

Bald darauf haben die Franzosen, besonders die Schiiler
(arnot’s, des Verfassers der , géométrie de position, umgekehrt
ihr Angenmerk darauf gerichtet, mdglichst viel durch gerade Linien
s construieren. (Vergl. auch Lambert, Freie Perspective, 1774.)
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Man wird hier die Frage aufwerfen und sie sehr rasch alge-
braisch beantworten: Wann lésst sich ein algebraisches Problem
mit dem Lineal allein ohne Hiilfe des Zirkels construieren? Die
Antwort wird von jenen Autoren vielleicht nicht so explicite ge-
geben. Wir werden sagen:

Mit dem Lineal allein konmen wir alle algebraischen Ausdriicke
construieren, deren algebraische Form rational ist.

In &hnlichem Sinne vertffentlichte Brianchon im Jahre 1818
ein Schriftchen: ,,Les applications de la théorie des transversales",
worin er zeigt, wie man sich in vielen Féllen mit dem Lineal
allein behelfen kann. Auch er legt Nachdruck auf die praktische
Verwertung seiner Methoden, die hauptstchlich fiir die Vermessungs-
arbeiten im Felde berechnet sind.

Poncelet war es, der in seinem , traité des propriétés pro-
jectives zuerst den Gredanken ausgesprochen hat (Bd.I, Nr.351--357),
dass man nur cinen einzigen festen Kreis zu den geraden Linien
der Ebene hinzunehmen muss, um alle Quadratwurzelausdriicke zu
construieren. Der Mittelpunkt des festen Kreises muss tibrigens
hierbei mit gegeben sein.

Dieser Gedanke ist von Steiner 1833 in einem berithmten
Schriftchen ausgefithrt, das den Titel triigt: ,Die geometrischen
Constructionen, ausgefithrt mittels der geraden Linie und eines
festen Kreises, als Lehrgegenstand fiir héhere Unterrichtsanstalten
und zumw Selbstunterricht®.

8. Was nun die geometrische Construction des 17-Hcks an-
geht, so nehmen wir Anschluss an eine Arbeit von v. Staudt in
Crelle 24 (1842), die spiter von Schroter in Crelle 75 (1872)
noch etwas umgesetst ist. Die Construction des 17-Ecks ist hierin
nach den Vorschriften von Poncelet und Steiner ausgefithrt, indem
neben dem Lineal nur ein fester Kreis benutzt wird®).

Zunichst soll gezeigt werden, wie man it Hiilfe eines festen
Krcises und des Lineals jede quadratische Gleichung lisen kann.

Wir ziehen (s. Fig. I der beigegebenen Tafel) an den Knd-
punkten des Durchmessers des festen Einheitskreises zwei Tangenten
und wihlen die untere zur z-Axe und den senkrecht daraut stehen-
den Durchmesser zur y-Axe. Dann ist die Gleichung des Kreises

Es sei nun irgend eine quadratische Gleichung mit reellen Wurzeln
x, und xz, gegeben. Sie lante:

# Eine Construction des 17-Ecks nach Mascheroni nur mit dem
Zirkel ist noch nicht versucht, obgleich sie jedenfalls moglich ist.
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2* —pr 4 q¢=0.
Die Aufgabe sei die, die beiden Wurzeln 2, und x, auf der xz-Axe
zu construieren. Dazu verfihrt man folgendermassen:
Man trigt auf der oberen Tangente von A aus nach rechts

das Stiick % und auf der xz-Axe von O aus das Stﬁck% ab. Ver-

bindet man dann die Endpunkte dieser beiden Strecken durch die
Gerade 3 und projiciert man die Durchschnittspunkte dieser Ge-
raden mit dem Kreise von A aus durch die Strahlen 1 und 2
auf die z-Axe, so schneiden diese beiden auf der letsteren die
gesuchten Stiicke z; und x, ab.
Beweis: Wir wollen die Abschnitte auf der a-Axe hereits

x, und x, nennen, dann lautet die Gleichung

der Linie 1: 2z + 2,(y—2) =10
und die

der Linie 2: 24 4 »,(y-—2)=0.
Multiplicieren wir die linken Seiten der beiden Gleichungen wmit
einander, so folgt

o BT ) + B (2 =0

als Gleichung des von 1 und 2 gebildeten Linienpaares. Zieht
man hiervon die Kreisgleichung ab, so ergiebt sich:

B gy —2) 4 B (y—2) — y(y—2) = 0.

Das ist jedenfalls die Gleichung eines Kegelschnitts, der durch
die vier Schnittpunkte der Linien 1 und 2 mit dem Kreise hindurch-
geht. Von dieser Gleichung konnen wir aber die Tangente

y— 2=0

abtrennen, so dass nur tbrig bleibt:

x+x2 &Ly &,
T Y —

Das ist also die Gleichung der geraden Linie 3. Setzen wir jetst

x + 2y =p und 2, x, = ¢, so erhalten wir:

Pr,
wnd die Tramsversale 3 schneidet demmach wvon dev Linie y = 2
4 . .
das Stiick » wnd von der Linie y =0 das Stiick % ab. Damit ist

die Richtigkeit der Construction erwiesen.
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9. Nach der in 8. gegebenen Vorschritt wollen wir. jetzt das
Siebzehneck zu construieren suchen. Wir haben zu diesem Zweck
folgende vier quadratische (ileichungen zu losen:

n? — n -+ 4 =0; mit den Wurzeln 5, und x, wo x5 > n,,
"}/2 — N "7/ — 1=0, , » ”O, . /'11,/7 9 "70, > "hla
("7/)2_"7101,) —1=0,, ., 5 (7)0/) ’ (711/>7 ” ("10/>><"11,>7
P ) =0, 5 w » M s s M >

. 27 .. . .
Diese werden uns %, == 2 cos 17 liefern, woraus die Seite

des 17-Ecks leicht zu finden ist. Uebrigens sehen wir aus den
Gleichungen, dass wir, um x,” zu bekommen, nur folgende Wurzeln

brauchen: , p
Nos ey Mos (o)

Zur Construction sind ersichtlich auf der oberen Tangente
y==2 und auf der #-Axe der Reihe nach als Abschnitte abzutragen:

4 4 4
oben: — 4, -+ -, + + =
’ U ' U
1 1 (710/)
unten: + 4, — - —_— —+ -
’ U U o

Diese ganze Angelegenheit lidsst sich folgendermassen erledigen:
Die Gerade, welche den Punkt - 4 auf der x-Axe mit dem
Punkte — 4 auf der Tangente y = 2 verbindet, schneidet den
Kreis in zwei Punkten, deren Projection vom Punkte @ =0, y =2
aus, dem oberen Scheitel des Kreises, die beiden Wurzeln x, und %,

3
—y A

% %o +4.
Fig. o.

der ersten quadratischen Gleichung als Abschnitte auf der x-Axe
giebt.

. . . . » : 4
Um die zweite Gleichung zu 18sen, miissen wir oben - w
0

1
und unten — " abtragen.
0

Um den ersteren Punkt zu finden, verbinden wir #, auf der
z-Axe mit dem oberen Scheitel und ziehen vom unteren Scheitel
durch den Schnittpunkt dieser Greraden mit dem Kreise eine weitere
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Grerade. Diese schneidet auf der oberen Tangente 74—:— ab. Es lisst
sich dies leicht analytisch heweisen. bo
Die Gleichung der Geraden 1 (s. Fig. 3)

22 + oy = 29,
4 y(y—2)=0
geben als die Coordinaten ihres Durchschnittspunktes:

und die des Kreises

47, 27,*
q == g Y = —— .
! Nyt 447 h M + 4

Dann wird die Gleichung der Geraden 2:

7
Yy = -é"- 2.

Thr Durchschnittspunkt mit y = 2 ist folglich

o4
.

Noch einfacher gelangen wir mit einigen elementar-projectiven
Betrachtungen zu demselben Ziel. Durch unsere Construction haben
wir offenbar jedem Punkte x der unteren Punktreihe einen und
nur einen Punkt 2’ der oberen zugeordnet, so zwar, dass dem
Punkte 2 = oo der Punkt #' == O entspricht und wmgekehrt.
Da bei einer solchen Zuordnung ein linearer Zusammenhang be-
stehen muss, so wird die Abscisse # des oberen Punktes die
Gleichung erfiillen:

, const.
Setzen wir z = 2, so muss auch, wie aus der Figur hervorgeht,
#==2 sein; es ist also const. = 4.

. 1 . .
Zur Bestimmung von — " auf der w-Axe verbinden wir

(]
den Punkt — 4 auf der oberen mit dem Punkte 4 1 auf der
unteren Tangente. Den hierdurch auf dem verticalen Durchmesser

. . . . 4 .
bestimmten Punkt verbinden wir mit dem Punkte ; oben. Diese
0

Gerade schuneidet auf der x-Axe das Stick — kS ab. Denn die
Mo
Gerade 1
by + 20 =2
und der verticale Durchmesser schneiden sich im Punkte x, = 0,

2 folglich ist die Gleichung der Geraden 2

5°

Yy =
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by — 2 = 2, )
und ihr Schnittpunkt mit der unteren Tangente hat die Abscisse — n

0

Die Projection der Schnittpunkte der Gteraden 2 mit dem
Kreise vom oberen Scheitel aus giebt auf der xz-Axe die beiden
Wurzeln der zweiten quadratischen Gleichung, von denen wir aber,

=
i o

~~

_L iad Yo
4

Fig. 6.
wie wir sahen, nur die gréssere 7, gebrauchen. Diese entspricht,
wie die Figur 6 zeigt, der Projection des oberen Schnittpunktes
unserer Transversalen mit dem Kreise.

Ganz analog erhalten wir die Wurzeln der dritten Gleichung
zweiten Grades. Wir projicieren vom unteren Scheitel aus den
Durchschnittspunkt des Kreises mit der Geraden, welche auf der
z-Axe die Wurzel - ”'11 gab, auf die obere Tangente. Das giebt

sogleich das Stiick - —v, vermoge der soeben dargelegten Zuord-

nung. Verbinden wir alsdann diesen Punkt mit dem Durchschnitts-
punkt der durch — 4 oben
und + 1 unten gelegten Ge-
raden mit dem verticalen
Durchmesser, so schneiden wir
damit auf der 2-Axe, wie ver-

4

ya

1
>

langt, das Stiick — L ab. >
. . o 7 (70)_;}, i
Projicieren wir noch denjeni- Pig. 7.

gen Durchschnittspunkt dieser
Transversalen mit dem Kreise, welcher im positiven Quadranten
liegt, vom oberen Scheitel aus auf die z-Axe, so haben wir bereits
die fiir uns wichtige Wurzel (n,) der dritten quadratischen Glei-
chung construiert.

Wir haben schliesslich noch die Wurzel %,” der vierten

. . . 4
quadratischen Gleichung zu suchen und hierzu oben -, und unten

Mo
(ﬂ",—) abzutragen. Die erste Aufgabe erledigen wir in der bekannten

Welse indem wir den Schnittpunkt des Kreises mit der geraden



32 Allgemeines
Linie, welche den oberen Scheitel mit - 4, unten verbindet, vom
unteren Scheitel aus auf die obere Tangente projicieren, wodurch
. 4 ’ . .
wir dort -—, erhalten. Um das andere Stiick abzutragen, verbinden
0
wir den Punkt 44 oben mit (5,") unten und danach den so auf dem

" . . ., 4
verlingerten verticalen Durchmesser bestimmten Punkt mit -
0

v 4, Diese Linie schneidet auf der
' x-Axe gerade das gewiinschte
N ’
N\VaR Sticke ™ ab. Denn die Linie 1
1 0
(s. Fig.) hat die Gleichung
By (1) —4) w4 20 = 2(ny).
73
Fig. 8. Sie schneidet auf dem ver-
2(n,”)

ticalen Durchmesser )1 ab. Die Gleichung der Tinie 2 ist
0

2y + ((ng) —4) y = 2(n,),
)

und ihr Durchschnittspunkt mit der #-Axe hat die Abscisse (nn—"

0
Projicieren wir noch den oberen Durchschnittspunkt der Ge-
raden 2 mit dem Kreise auf die x-Axe vom oberen Scheitel aus,
so erhalten wir n,” = 2 cos T Will man den einfachen Cosinus
selber haben, so zeichnet man zweckmiissig einen horizontalen
Durchmesser, auf dem dann unser letzter Projectionsstrahl direct

demnach

2
cos 1% abschneidet. Eine in diesem Punkte errichtete Senkrechte

giebt sofort die erste und sechzehnte Ecke des regulérven 17-Ecks.

Die Periode u,” war willkithrlich gewiihlt, man konnte statt
ihrer jede andere zweigliedrige Periode bestimmen und wiirde
dann der Reihe nach die iibrigen 7 in Frage kommenden Cosinus
finden. Fine ausgefithrte Construction des 17-Ecks bietet Fig. II

der beigefiigten Tafel.
V. Kapitel

Allgemeines liber algebraische Constructionen.

1. Indem wir die Constructionen mit Zirkel und Lineal nun-
mehr verlassen, wollen wir noch der Merkwiirdigkeit halber erwihnen,
dass neuerdings eine andere einfache Art zu construieren in Vor-
schlag gebracht worden ist, némlich das Falten von Papier.
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Hermann Wiener hat angegeben®), wie man sich durch Papier-
falten die Netze der reguliren Korper verschaffen kann. Eigen-
tiimlicher Weise hat zu derselben Zeit ein indischer Mathematiker,
Sundara Row, in Madras, ein kleines Buch: ,,On paper folding",
erscheinen lassen, in welchem derselbe Gedanke noch weitergehend
verfolgt wird, indem beispielsweise gezeigt wird, wie man durch
Papierfalten beliebig viele Punkte krummer Linien (z. B. Ellipse,
(issoide) construieren kann (London, Macmillan, 1893).

2. Wir wenden uns jetzt zu der Frage: ,,Mit welchen Hiilfs-
mitteln ist es moglich, und insbesondere, wie haben es die Alten
erreicht, Probleme, welche sich algebraisch in Form von kubischen
Gleichungen und solchen hoherer Grade darstellen, geometrisch zn
losen?* In erster Linie bieten sich hierzu die Kegelschnitte dar,
und wurden auch in reichem Maasse von den Alten benutzt. Bei-
spielsweise fanden sie, dass die Probleme der Wiirfelverdoppelung
und der Drittteilung des Winkels sich in der That mit Zuhiilfe-
nahme der Kegelschnitte 16sen lassen. Wir wollen hier nur im
Allgemeinen das Verfahren skizzieren, wobel wir uns der leichteren
Uebersicht wegen der Sprache der modernen Mathematik bedienen.

Handelt es sich z B. wm die Auflésung einer kubischen

Gleichung
2* 4+ az® + bx + ¢ = 0,
oder einer biquadratischen
at 4 aa® 4 ba? + cx + d =0,

so setze man
xQ —— y .

Man hat dann fiir die kubische Gleichung

2
xt =y

xy + ay 4+ b 4 c=0

und fiir die biquadratische

und

=y

v+ any + by +cx+d=0
neben einander zu betrachten. Man findet also in beiden Fillen

die Wurzeln als die Abscissen der Durchschnittspunkte, welche
zwei Kegelschnitte mit einander gemeinsam haben.

und

# Vergl. den von Dyck herausgegebenen Katalog der Miinchener
mathematischen Ausstellung von 1893, Nachtrag pag. 52.

Klein, Festschrift. 3
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Die Gleichung
at =y

stellt eine Parabel dar mit vertical stehender Axe. Die zweite

Gleichung
ry +ay -+ br 4+ c=0

bezeichnet eine Hyperbel, deren Asymptoten den Coordinatenaxen
parallel laufen. Die Figur (s. Fig. TII der Tafel) zeigt, dass von
den vier Schnittpunkten nur drei im Endlichen liegen, der vierte
ist der unendlich ferne Punkt der y-Axe.

Fiir den Fall der biquadratischen Gleichung bleibt die Parabel
dieselbe. Die Hyperbel hat dagegen nur die horizontale Asymptote
beibehalten, wiithrend die im vorigen Falle vertical stehende
Asymptote hier geneigt ist. Jetzt haben die Curven (s. Fig. IV)
vier Schnittpunkte im Endlichen.

Ausfithrlich werden die Verfahrensweisen der Alten hehandelt
. a. in dem umfangreichen Werke von M. Cantor, Geschichte der
Mathematik: (Leipzig 1894, 2% Aufl). Besonders interessant ist:
Zeuthen, dic Kegelschnitte im  Altertwm (Kopenhagen 1886, in
deutscher Bearbeitung). Ich nenne noch als allgemeines Compen-
dium: Baltzer, Analytische Geometrie (Leipzig 1882).

3. Ausser den Kegelschnitten benutzten die Alten zur Ldsung
der oben erwthnten Probleme auch hdhere Curven, welche grade
zu diesem Zwecke construiert wurden. Wir mnennen hier nur die
Uissoide und die Conchoide.

Die Cissoide des Diokles (ca. 150 v. Chr)) ldsst sich auf
folgende Weise zeichnen (s. Fig. V der Tafel). Man zieht an
einen Kreis eine Tangente (in der Figur die verticale Tangente
rechter Hand) und den zu ihr senkrechten Durchmesser. Den so
fixierten Scheitel O der Curve verbindet man durch Strahlen mit
der Tangente und triigt auf jedem Strahle von O aus das zwischen
seinem Durchschnittspunkte mit der Tangente und dem Kreise
liegende Stiick ab. Der geometrische Ort aller dieser so erhaltenen
Punkte ist die Cissoide.

Um ihre Gleichung aufzustellen, sei » der Radiusvector und
9 der von ihm mit der z-Axe gebildete Winkel. Verlingern wir
7 bis zur Tangente rechts, so ist, wenn der Durchmesser des

. . . . . 1
Kreises gleich 1 gesetst wird, die Gesamtstrecke gleich <o Das

auf ithr vom Kreise abgeschnittene Stiick ist dagegen cos . Die
Differenz beider Strecken ist », also ist:
sin? &

Pr— 1 3 9_—- -
T os & COS V= s &
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Durch Einfithrung rechtwinkliger Coordinaten erhidlt die
Curvengleichung die Form:

(@ +y)e—y*=0.

Wie sich hieraus ergiebt, ist die Curve von der dritten Ordnung,
sie hat im Anfangspunkt eine Spitze und liegt symmetrisch zur
x-Axe. Die verticale Kreistangente, mit der wir die Construction
begonnen, ist eine Asymptote der Cissoide. Uebrigens wird die
unendlich ferne Gerade von der Cissoide in den Kreispunkten
geschnitten.

Um zu zeigen, wie man mit dieser Linie das Delische Problem
lésen kann, schreiben wir ihre Gleichung in folgender Form:

ooyt
x/  1—ux

(lonstruieren wir nun die Gerade

K
=t
so schneidet diese auf der Tangente # = 1 das Stiick 2 ab und

die Cissoide in einem Punkte, fiir welchen gelten muss:
e 3
1—uw A
Das ist die Gleichung einer geraden Linie, welche durch den
Punkt y =0, x =1 geht, also die Verbindungslinie dieses Punktes
mit dem Cissoidenpunkte.
Diese Gerade schneidet aber auf der y-Axe das Stiick A7 ab
(s. Fig. VI der Tafel).
. . . 2 . . .
Nun sehen wir, wie sich }/2 construieren lisst. Wir tragen
aut der y-Axe das Stiick 2 ab, verbinden diesen Punkt mit dem

Punkte =1, y =0 und ziehen durch den Schnittpunkt mit
der Cissoide vom Anfangspunkt eine Gerade bis sur Tangente
@=1. Die Ordinate des Schnittpunktes auf dieser Tangente

st gleich i/Z

4. Die Conchoide des Nikomedes (ca. 150 v. Chr.) wird auf
folgende Weise erhalten. Der feste Punkt O habe von einer Ge-
raden den Abstand «. Legen wir dann durch O ein Strahlen-
biischel und schneiden wir auf jedem Strahle von seinem Durch-
schnittspuukte mit der Geraden aus nach rechts und links die
Strecke b ab, so ist der geometrische Ort der so bestimmten
Punkte die Conchoide. Dieselbe ist (s. Fig. VII und VIII) eine
.gestreckte” oder eine ,,verschlungene®, je nachdem b§({ ist. Fir

b= q erhiilt man in O eine Spitze.
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Die Gleichung der Linie ergiebt sich daraus, dass
rix=>0:(x—a),
woraus durch Einfithrung von y folgt:
(2 +9?) (x—a)? = b*a?,

Die Curve ist von 4. Ordnung, hat in O einen Doppelpunkt
und besteht aus zwel getrennten Zweigen, deren gemeinsame
Asymptote die Linie o = « ist. Der Factor (2% 4 y?) zeigt, dass
die Curve das unendlich Weite ausserdem in den Kreispunkten
schneidet, was sofort wichtig wird.

Vermittelst dieser Linie kann man die Dreiteilung eines
Winkels folgendermassen ausfithren. Um den Winkel ¢ = MO Y
(s. Fig. IX) in drei gleiche Teile zu teilen, ist auf seinem
schriigen Schenkel die beliebige Strecke 0 bis zum Punkte M
abgetragen. Um diesen wird darauf mit b ein Kreis beschrieben,
und durch M senkrecht zur x-Axe, deren Anfangspunkt in O ist,
eine Verticale gelegt, welche die Asymptote der von O aus zu
zeichnenden Conchoide darstellt. Wir construieren jetzt die Con-
choide. Wird der Schnittpunkt 4 der Conchoide mit dem Kreise
mit O verbunden, so ist ST AOY der dritte Teil des Winkels ¢,
wie sich leicht aus der Figur ergiebt.

Unsere fritheren Untersuchungen haben nun gezeigt, dass die
Winkeldrittteilung ein cubisches Problem vorstellt, zu dem somit

9 9427 ¢ f4m
37 3 ? 3
Construction, welche mit Hiilfe hsherer Curven dieses Problem 13st,
muss offenbar immer zugleich simtliche Losungen liefern. Denn
andernfalls wire die Winkeldrittteilungsgleichung reducibel, was
wir widerlegt haben. Die verschiedenen Losungen ergeben sich
auch aus unsrer Figur. An und fiir sich haben Kreis und Conchoide
acht Schnittpunkte gemeinsam. Allein es fallen von diesen zwei in
den Anfangspunkt, wodurch fiir unser Problem nichts gewonnen
ist, und zwei andere in die imagindren Kreispunkte. Demnach
bleiben noch vier Schnittpunkte im Reellen. Wir hiitten sonach
anscheinend eine Losung zu viel. Allein es scheidet auch noch
der auf der Verlingerung des Schenkels OM liegende Schnitt-
punkt B aus, den wir von vorneherein rational construieren konnen.
So bleiben in der That drei Schnittpunkte iibrig, welche uns die
simtlichen drei Wurzeln liefern miissen, was die nihere Discussion
bestitigt.

5. Bei all diesen Constructionen mittels hoherer algebraischer
(Curven bleibt noch die Frage nach der praktischen Ausfithrung

drei Wurzeln gehoren:

Eine jede algebraische
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offen. Um eine solche zu bewerkstelligen, braucht man Apparate,
welche die Linie in einem Zuge liefern; denn eine punktweise Con-
struction ist nur eine Niherungsmethode. Solche Apparate sind
vielfach verfertigt worden und waren zum Teil schon den Alten
bekannt. Nikomedes erfand eine einfache Vorrichtung — es ist
die #lteste derartige neben Lineal und Zirkel —, mit welcher
sich eine Conchoide zeichnen ldsst (s. M. Cantor, Bd. I, 8. 302).

Ein Verzeichnis neuerdings construierter hierher gehoriger
Instrumente findet sich im Dyck’schen Katalog pag. 227—230
und 340 des Hauptteils und pag. 42—43 des Nachtrages.
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Zweiter Abschnitt.
Die transcendenten Zahlen und die Quadratur des Kreises.

I. Kapitel

Der Cantor’sche Beweis von der Existenz transcendenter
Zahlen.

1. Trigt man, wie iiblich, die Zahlen als Punkte auf der
Abscissenaxe auf, und beschrinkt man sich dabei auf die rationalen
Zahlen, so wird die Abscissenaxe durch die erhaltene Punktreihe
itberall dicht* erfiillt, d. h. in jedem noch so kleinen Zwischen-
raume liegen unendlich viele solche Punkte. Doch wird, wie
schon die Alten erkannten, hierdurch das Continuum nicht erschopft;
zwischen die rationalen schieben sich vielmehr die irrationalen
Zahlen ein; die Frage miisste sein, ob sich innerhall der irrationalen
Zahlen auch noch Unterscheidungen machen lassen.

Wir definieren zuniichst die sogenannten algchraischen Zahlen,
indem wir sagen: Ist

g + a0 4 - o - a, =0
eine algebraische Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten, so soll
jede Wurzel dieser Gleichung (wobei fiir uns selbstverstiindlich
nur die reellen Wurzeln in Betracht kommen) eine algebraische
Zahl heissen. Die rationalen Zahlen ergeben sich hier als Special-
fall aus der Gleichung

oo -+, = 0.

Wir fragen nun inshesondere: Ist durch die Gesamtheit der
veellen algebraischen Grossen ein Continuum hergestellt, oder haben
wir in ihnen noch eine discrete Punktreihe, in deren Liicken sich
andere Zahlen einreihen lassen? Diese neuen, die sogenannten
transcendenten  Zahlen, miissten also dadurch charakterisiert sein,
dass sie nicht als Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit ganz-
zahligen Coefficienten erhalten werden konnen.

Die beriihrte Frage ist zuerst von Liouville (Comptes rendus
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1844, und Liouville’s Journ. 16. 1851) beantwortet, und durch
ihn in der That die Existenz transcendenter Zahlen nachgewiesen
worden. Aber seine Betrachtungen, welche sich auf die Theorie
der Kettenbriiche stiitzen, sind ziemlich compliciert. Wesentlich
einfacher gestaltet sich die Untersuchung aut Grund der Ent-
wicklungen, die Georg Cantor in einer Arbeit von fundamentaler
Bedeutung: ,,Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes reeller alge-
braischer Zahlen“ (Crelle Journ. 77. 1873), gegeben hat. Sein
Beweis soll in Folgendem dargelegt werden, indem wir einen ver-
einfachenden Gedanken benutzen, welchen Cantor in einer aller-
dings ‘etwas anderen Fassung auf der Naturforscherversammlung
in Halle 1891 vorgetragen hat.

2. Der Beweis beruht darauf, dass die algebraischen Zahlen
eine abzdhlbare Menge bilden, die transcendenten nicht. Cantor
versteht darunter, dass erstere sich in einer gewissen Reihenfolge
anordnen lassen, in welcher jede von ihnen einen bestimmten,
gewissermassen numerierten Platz hat. Dieser Satz lisst sich auch
so formulieren:

Die Manwigfaltigheit der reellen algebraischen Zahlen wnd dic
Mannigfaltighkeit der positiven ganzen Zahlen konnen  ein-eindeutiy
auf cinander bezogen werden.

Wir kommen hier auf einen scheinbaren Widerspruch. Die
positiven ganzen Zahlen bilden nur einen Teil der algebraischen;
dadurch aber, dass jeder von den ersteren eine und nur eine von
den letzteren zugeordnet wird, miisste der Teil gleich dem Ganzen
sein. Dieser Binwand beruht auf einem falschen Analogieschluss.
Der Satz, dass der Teil immer kleiner als das Ganze ist, verliert
seine Giiltigkeit fiiv unendliche Mengen. So kénnen wir z. B. den
Inbegriff der ganzen positiven und den der geraden positiven
Zahlen ein-eindeutig auf einander heziehen:

0o123... n...
0246...2n....

Bei unendlich grossen Mengen sind daher die Worte ,,gross” und
,klein* nicht recht am Platze. Zum Ersatz hat Cantor den Namen
. Michtigheit eingefihrt und sagt: Zwei wnendliche Mengen haben
dieselbe Dliichtighkeit, wenn sie sich cin-cindeutiy auf emmander hezichen
Tassen. Der von uns zu heweisende Satz nimmt danach die Form
an:  Der  Inbegriff der nveellen algebraischen Zahlen hat dieselbe
Miichtiglkeit wic der Inbegriff der ganzen positicen Zahlen.

Wir erhalten die Gesamtheit der reellen algebraischen Zahlen.
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indem wir alle reellen Wurzeln simtlicher algebraischer Gleichungen
von der Form

ayo” + a0t 4 4 apgo0 4 a, =0
aufsuchen, wobel wir die sehr natiirliche Hypothese machen, dass
alle « teilerfremd, «, positiv und die Gleichung irreducibel ist.
Um nun diese gewonnenen Zahlen in eine bestimmte Reihenfolge
zu bringen, fiihren wir den Begriff ihrer Hohe N ein, indem wir
unter N den Ausdruck verstehen:

N=n—1+4|a 4+ a + -+ al,
wo mit «,| ete. in iiblicher Weise die absoluten Werte gemeint
sind. Zu einem bestimmten N gehort dann eine endliche Anzahl
von algebraischen Gleichungen.

Denn erstens hat (bei gegebenem N) der Grad n eine obere
Grenze, da rechts zu » — 1 nur Positives hinzukommt, und ferner
wird die Differenz N — (n —1) gleichgesetst einer Summe von
lauter ganzzahligen, teilerfremden Grossen «,, deren Anzahl offen-
bar auch eine endliche ist. Unter diesen Gleichungen sind noch
die reduciblen zu entfernen, was im Princip keine Schwierigkeiten
hat. Da demnach die zu einem gegebenen N gehérige Anzahl
von Gleichungen beschrinkt ist, gehirt zu cinem bestimmten N nur
eine endliche Menge algebraischer Zahlen., Dieselbe bezeichnen wir
mit (), und in folgender Tabelle sind ¢(1), ¢(2), ¢(3), ¢(4)
und die zugehodrigen algebraischen Zahlen o berechnet.

n] ool [ as] [ lag| | lay| | 0y | Gleichung [ g(a) o
1] o T a—0 1 o
2.0 010 | -
1| 2 0 é — 2 1;
1)1 rH1=0 | +1
2017010 - E
1030 — o4 — 2
21 204+ 1=0 — L
¢ “ “
12 v 2=0 + 3
2.2 0 0 1 — | ‘ + 2.
110 L — |
| E1!0; r — | |
3 1100 o —
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Ninilay] | |a]| | lag] | |ag] | lay' |  Gleichung %q)(l\f) )
401] 4] 0 — 12 | —3;
31 3x+1=0 — 1,61803;
— 1,41421;
o | 2 _ — 0,70711;
1] 3 543 =0 — 0,61803;
ol sl ol o - — 0,3333 .;
2ol 11 o _ + 0,3333 .;
2 | 0 1 2% —1=0 -+ 0,61803;
el o - + 0,70711;
Pt 10 + 1,41421;
111 1 —o0 + 1,61803;
1t o] 2 22— 2 =0 - 3
3/ 2 00 0 —
tl10]o0 —
1o/ 1]o0 —
1,0 01 —
4 110 0 0] 0 —

Wir ordnen wun dic algebraischen Zahlen wnach ilwer Hohe N
und die zu einem cinzelnen N gelirigen Zallen nach ihver Grosse;
dadurch erhalten wir sie siimtlich und jede an einer bestimmten
Stelle. Es ist dies in der letzten Columne der vorstehenden
Tabelle bereits geschehen. Damit ist die Abzihlbarkeit der alge-
braischen Zahlen evident.

3. Wir behaupten nun allgemein: Nimmi man ein nocl so
Fkleines Stiick der Abscissenaxe, so giebt es darin allemal wnendlich
viele Punkte, welche irgend einer vorgegebenen abzdhlbaren Zahlen-
menge nicht angehoren. Oder mit anderen Worten:

Das Continwum der Zahlemwerte, welches durch cin beliebig
Fleines Stiick der Abscissenaxe dargestellt wird, hat ecine grossere
Mdichtighkeit als eine abzdhlbare Menge.

Damit wird, wie man sieht, die Existenz transcendenter Zahlen
behauptet; man hat als abzihlbare Menge nur den Inbegriff der
algebraischen Zahlen zu Grunde zu legen.

Zum Beweise des Satzes denken wir ung die Zahlen der ab-
zéhlbaren Menge in der verabredeten Reihenfolge tabellarisch als
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Decimalbriiche aufgeschrieben, also, wenn wir an dem Beispiel
der algebraischen Zahlen festhalten wollen:

N ® N ®
1 0,0000 3 | — 2,0000
2 . — 1,0000 ' — 0,5000
'+ 1,0000 l -+ 0,5000
' '+ 2,0000
ete. \

Hierbei miissen wir einen eigentiumlichen Mangel der Decimal-
briiche bemerken, dass nimlich jeder abbrechende unter ihnen sich
auch so schreiben lisst, dass er in eine unendliche Reihe von 9
auslduft. Z. B. ist

1=099...9.:..
Um der dadurch bewirkten Unbestimmtheit zu entgehen, setzen
wir ein fiir alle Mal fest, dass wir unendliche Neuner-Reihen ver-
meiden wollen.

Kénnen wir jetzt einen Decimalbruch construieren, welcher
in unserer Tabelle nicht vorkommt und nicht in eine Neuner-
Periode ausliuft, so haben wir in ihm eine transcendente Zahl
gewonnen. Mittels einer iiberaus einfachen Vorschrift, die Georg
Cantor gegeben hat, gelingt es nun in der That, nicht nur eine,
sondern unendlich viele transcendente Zahlen zu finden, selbst
wenn der Bereich, in dem die Zahl liegen soll, sehr klein ist.
Der Bereich sei etwa dadurch fixiert, dass die ersten fiinf Decimal-
stellen der Zahl vorgegeben werden. Die Cantor'sche Vorschrift
sagt dann: Man nehme an Stelle der sechsten Decimalen eine
von 9 und der sechsten Decimale der ersten algebraischen Zahl
verschiedene Zahl, an Stelle der siebenten Decimale eine von 9
und der siebenten Decimalen der zweiten algebraischen Zahl ver-
schiedene Zahl, u.s. f. Auf diese Weise erhalten wir einen Decimal-
bruch, der in keine Neuner-Periode ausliuft und unmdglich in unsever
Tabelle der algebraischen Zahlen enthalten sein kann, w. z. b. w.

Zugleich sieht man, dass es (wenn dieser Ausdruck gestattet
ist) sehr viel mehr transcendente als algebraische Zahlen giebt.
Denn da man bei Vermeidung der ¢ zur Bestimmung der nicht
vorgegebenen Decimalen jedesmal die Auswahl zwischen acht ver-
schiedenen Zahlen hat, so kann man sozusagen oo® transcendente
Zahlen bilden, auch wenn der Bereich, in dem sie liegen sollen,
ein heliebig kleiner ist.
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II. Kapitel

Geschichtlicher Ueberblick iiber die Versuche zur Berechnung
und Construction von .

Es soll im Folgenden der Beweis gefithrt werden, dass die Zahl
m s den transcendenten Zahlen gehort, deren Existenz im vorigen
Kapitel nachgewiesen wurde. Dieser Beweis ist wsuerst Linde-
mann im Jahre 1882 gegliickt, und damit ist ein Problem end-
aliltig bewiltigt worden, welches, soweit unsere Nachrichten reichen,
fast vier Jahrtausende die Mathematiker beschiftigt hat, némlich
das der Quadratur des Kreises.

In der That, wenn die Zahl wm nicht algebraisch ist, so ist
sie sicher nicht durch Zirkel and Lineal zu construieren; dic
Quadratur des Kreises also, in dem Sinne, wie die Alten sie ver-
standen, ist wnmdiglich. HBs ist hochst interessant, die Schicksale
des Problems in den einzelnen Epochen der Wissenschaft zu ver-
folgen, wie immer neue Versuche, eine Ldsung mit Zirkel und
Lineal zu finden, gemacht werden und wie diese notwendig erfolg-
losen Anstrengungen doch befruchtend auf die mannigfachsten
(ehiete der Mathematik wirken.

Die nachfolgende kurze geschichtliche Uebersicht stiitzt sich auf
ein sehr zu empfehlendes Werk von Rudio: ,,Archimedes, Huygens,
Lambert, Legendre. Vier Abhandlungen {iiber die Kreismessung.
Leipzig 1892 In diesem Buche werden Arbeiten der genmannten
Forscher in deutscher Uebersetzung gegeben. Wenn die Darstellung
auch den hier zu besprechenden neueren Ideen fern steht, so bietet
sie doch viele interessante Hinzelheiten, welche gerade im Schul-
unterricht in mancher Hinsicht praktisch verwerthar sind.

1. Bei den Versuchen, das Verhiiltnis des Kreisdurchmessers
zum Umfange zu bestimmen, konnen wir zuerst das empirische
Stadiwm unterscheiden, in dem man durch Messung oder Ab-
schitzung zum gewtinschten Ziele zu kommen sucht. Schon die
dlteste bekannte mathematische Urkunde, der Papyrus Rhind
(ca. 2000 v. Chr.) enthélt das Problem in der wohlbekannten
TForm, einen Kreis in ein gleichgrosses Quadrat zu verwandeln.
Der Schreiber des Papyrus, Ahmes, giebt hierzu folgende Vor-

schrift: Man trage von dem Endpunkte eines Durchmessers o
desselben ab und errichte iiber dem iibrig hleibenden Stiick ein
Quadrat, so ist dieses dem Kreigse inhaltsgleich. Der erhaltene

/16\ 2
Wert von = ist, da (16> = 3,16 ..., nicht sehr ungenau. Weit

9
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weniger richtig ist der Wert m = 3, den man in der Bibel an-
trifft (1. Buch der Konige 7,23 und 2. Buch der Chronika 4, 2).

2. Ueber diesen empirischen Standpunkt erhoben sich die
Griechen und namentlich Archimedes, der in seinem Buche sdxlov
ustonorg den Inhalt des Kreises mit Hiilfe ein- und umbeschriebener
Vielecke berechnete, wie es noch heute im Schulunterrichte geschieht.
Seine Methode blieb bis zur Erfindung der Differentialrechnung
im Gebrauch und wurde besonders von Huygens (f 1654) in
seinem Werke ,,de circuli magnitudine inventa* ausgebaut und fiir
die Praxis verwendbarer gemacht.

Aehnlich wie die Verdoppelung und die Drittteilung des
Winkels suchten dann die griechischen Mathematiker auch die
Quadratur des Kreises mit Hiilfe hoherer Curven auszufiihren.

Denken wir uns z. B. die Curve y = arc sin «, die sich als
vertical gestellte Sinuslinie darstellt. Geometrisch erscheint = als
specielle Ordinate dieser Curve, functionentheoretisch als specieller
Wert unserer transcendenten Function. Apparate, die uns trans-
cendente Curven liefern, wollen wir in Zukunft transcendente
Apparate nennen. Ein transcendenter Apparat, welcher die Sinus-
linie zeichnet, giebt uns eine wirkliche Construction von .

Die Curve y == arc sin # werden wir heute als eine Integral-
curve bezeichnen, indem wir sie durch das Integral einer alge-
braischen Function definieren konnen:

Y — (* dx
= fyi—

Die Alten nannten eine solche Curve Quadratriz oder revoaywvifovec.
Am bekanntesten ist die Quadratrix des Dinostratus (ca. 350
B v. Chr.), die aber schon frither von Hippias
aus Elis (ca. 420 v. Chr.) zur Drittteilung
des Winkels construiert worden ist.
e £ Geometrisch wird dieselbe folgender-
X © massen definiert: Auf der Linie (s. Fig.) OB
und dem Bogen AB bewegen sich zwei
Punkte M und L mit gleichférmiger Ge-
schwindigkeit. Sie beginnen ihre Bewegung
zu gleicher Zeit in O, resp. 4 und kommen
zu gleicher Zeit in B an. Zieht man
dann OL und durch M die Parallele zu 0A, welche OL in P
schneidet, so ist P ein Punkt der Quadratrix.
Aus dieser Definition geht hervor, dass y mit & proportional

Fig. 9.

. . " T .
ist. Da ferner fir y =1 & =  wird, so haben wir

¥4
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P2
G = 9 Y,

7 . . . .
und aus & = arc tgi ergiebt sich die Curvengleichung als

Y T
sy,

Der Punkt, in welchem die Linie die z-Axe schneidet, wird
gefunden aus

wenn man gy in O iibergehen lisst. Da fiir kleine Werte die
Tangente gleich ihrem Argumente ist, so folgt

2
r= =
T

Danach ist der Radius des Kreises die mittlere Proportionale
zwischen dem Kreisquadranten und der Abscisse des Schnittpunktes
der Quadratrix mit der a-Axe. Die Quadratrix kann demnach
zur Rectification und somit in zweiter Linie zur Quadratur des
Kreises benutzt werden. Im Grunde aber ist sie nur eine geo-
metrische Formulirung des Rectificationsproblems, so lange nim-
lich kein Apparat angegeben wird, durch den sie in continuier-
lichem Zuge beschrieben werden kanmn.

Eine Anschauung von der Gestalt der Curve giebt Fig. X der
Tafel, worin sich die weiteren Aeste ergeben, wenn man & iiber o,
resp. — m hinaus wachsen ldsst. Offenbar ist die Quadratrix des
Dinostratus nicht so bequem wie die Curve y = arc sin 2, doch
scheint es nicht, dass letztere im Alterthum benutzt wurde.

3. In die Zeit von 1670—1770, charakterisiert durch die
Namen Leibniz, Newton, Euler, fillt die Entstehung der
modernen Analysis. Beil der Fiille der sich driingenden grossen
Entdeckungen ist es mnatiirlich, dass die strenge Kritik etwas
zuriicktritt. Fiir uns kommt vornehmlich die Entwickelung der
Reihenlehre in Betracht. Besonders fir = wurde eine grosse Zahl
von Approximationen aufgestellt; wir nennen nur die sogenannte
Leibniz’sche Reihe (welche aber schon vor Leibniz bekannt war):

k4 1 1 1
ittt
Ferner bringt jene Periode die Entdeckung des Zusammenhanges
zwischen ¢ und m. Die Zahl e und die natiirlichen Logarithmen
und damit die Exponentialfunction finden sich im Principe zuerst
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bei dem Englinder Napier (1614). Diese Zahl schien am Anfange
zu den Kreisfunctionen und der Zahl w gar keine Beziehungen zu
haben, bis Euler den Mut hatte, die Betrachtung auf imaginfre
Exponenten auszudehnen; auf diese Weise kam er zu der be-
rithmten Formel
¢ = cos x - i sin x,

welche fir ¥ = in

0 = — 1
iibergeht. Diese Formel ist ohne Zweifel eine der merkwiirdigsten,
welche es tiberhaupt in der Mathematik giebt. An sie kniipfen
die modernen Beweise der Transcendenz von s an, indem dieselben
zuerst die Transcendenz von ¢ darthun.

4. Nach 1770 kam die Kritik wieder mehr zu ihrem Recht.
1770 erschien das Buch von Lambert: ,Vorliufige Kenntnisse
fiir die, so die Quadratur des Cirkuls suchen®. Es handelt sich
dort u. a. um die Irrationalitit von .

1794 zeigte Legendre in seinen ,Bléments de géométrie”
endgiiltig, dass w und n® irrationale Zahlen sind.

5. Aber erst 100 Jahre spiter setzen die modernen Unter-
suchungen ein.

Den Ausgangspunkt hierfiir bildet die Arbeit von Hermite:
,Sur la fonction exponentielle (Compt. rend. 1873, als eigene
Schrift 1874). Hierin wird die Transcendenz von e bewiesen.

Den gleichen Beweis fiir = fithrte im engen Anschluss an Hermite,
Lindemannin einer Abhandlung: ,,Ueber die Zahl 7 (Math. Ann. 20.
1882, Siehe auch Sitzungsberichte der Berliner und der Pariser
Akademie). Damit war die Sache zum ersten Mal erledigt, doch sind
die Betrachtungen von Hermite und Lindemann noch sehr compliciert.

Die erste Vereinfachung gab dann Weierstrass in den
Berliner Berichten 1885. Die hiermit genannten Arbeiten fasste
Bachmann zusammen in einem Lehrbuche:  Vorlesungen iiber
die Natur der Irrationalzahlen. 1892

Aber das TFrithjahr 1893 brachte neue, sehr bedeutende Ver-
einfachungen.

In erster Linie sind hier die Entwickelungen von Hilbert
in den Gottinger Nachrichten zu nennen. Der Hilbert’sche Beweis.
ist noch nicht ganz elementar; er enthilt noch einen Restbestand-
teil des Hermite’'schen (tedankenganges in dem Integral:

3

e dy = o!.
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Aber Hurwitz und Gordan haben bald darauf gezeigt, dass
sich auch dieser transcendente Bestandteil noch abstreifen lisst
(Gottinger Nachrichten, bez. Comptes rendus; alle drei Abhand-
lungen sind in den Math. Annalen Bd. 43 abgedruckt, bezs. etwas
erweitert). Dadurch ist nun der Gegenstand so elementar ge-
worden, dass er allgemein zugiinglich scheint. Wir werden uns
in der Hauptsache an die Darstellung von Gordan anschliessen.

III. Kapitel
Die Transcendenz der Zahl c.

1. An die Spitze unserer Untersuchung stellen wir die be-
kannte Reihe

; X 22
=1ttt

welche fiir alle endlichen Werte von i convergiert. Wir betonen
hier aber den Unterschied zwischen praktischer und theoretischer
Convergenz. Wire z B. » = 1000, so ist offenbar eine Berech-
nung von %% auf Grund dieser Reihe nicht ausfithrbar. Theoretisch
convergiert dieselbe aber doch; denn, wie man sieht, wichst vom
1000sten Glied an die Facultit im Nenner rascher als die Potenz

im Zshler. Gerade der Umstand, dass :' bei beliebigem endlichen

fir lim s = oo gleich 0 wird, wird fiir unsern spiteren Beweis
von wesentlicher Bedeutung sein.

Unsere Behauptung ist nun folgende:

e ist keine algebraische Zahl, d. h. eine Gleichung mit ganz-
zahligen Coefficienten:

F(B) = 00 + 016 + 0202 + o + Oncn =0
ist unmdglich. Die Coefficienten konnen hierbei als teilerfremd
gelten.

Wir bedienen uns der indirecten Beweismethode, indem wir
zeigen, dass wir bel Annahme obiger Gleichung auf einen Wider-
spruch stossen. Und zwar wird sich der Widerspruch in folgen-
der Weise herausstellen. Wir multiplicieren die Gleichung F(e) =0
mit einer gewissen ganzen Zahl M, so dass

MF(e) = MCy+ MCie + MCye* 4 - - - MC,e" = 0.
Es wird uns nun gelingen, dieses M so zu wihlen, dass

a) jedes der Producte Me, Me? ... sich leicht in eine ganze
Zahl DM, und einen echten Bruch g spalten lisst. Dadurch wird
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Me = M, + ¢,
Me* = M, + ¢,

Mer = M, + ¢,
und unsere Gleichung

MF(¢) = MC,y + M, C, + M,Cy + -+ 11, C,
+ 0181 —|_ 0282 ++ Cnfn

b) dass der ganzzahlige Bestandteil
MCy+ M, C, + -+ M, C,
nicht gleich Null wird. Wir werden dies beweisen, indem wir uns
auf die Evidenz stiitzen: Eine ganze Zall wverscluvindet gewiss
nicht, wenn sic, durch cine Primzahl dicidiert, einen von Null ver-
schiedenen Rest ldsst.
¢) dass der Ausdruck

Ciep + Cogy + -+ 4 Cusy
ein beliebig kleiner Bruch ist.

Dann kann aber die vorgegebene Gleichung unmdoglich be-
stehen, da eine Summe aus einer von Null verschiedenen ganzen
Zahl und einem #chten Bruche gewiss 2 0 ist.

Der springende Punkt des Beweises ldsst sich auch, obgleich
nicht ganz genau, so formulieren:

Wir kinnen die successiven Potenzen e, €2, ... ¢" wmit ausser-
ordentlicher Anndlerung ganzen Zallen proportional setzen, welche
dic angenommene Gleichung sicher nichi befriedigen.

2. Zur Durchfiihrung dieses Beweises fithren wir ein Symbol
77 und ein gewisses Polynom ¢ () ein. Unter ersterem verstehen
wir einfach 7!. So schreibt sich z B. die Reihe fiir ¢® unter
Benutzung dieses Symbols:

. x x?
F=1+4F+mt

Eine tiefere Bedeutung hat das Symbol nicht, es dient nur dazu,
Formeln, in welchen Potenzen und Facultiiten neben einander vor-
kommen, in knapper Form zu schreiben.

Wenn nun irgend ein awsgerechnetes Polynom

9(r) = > oo

gegeben ist, so verstehen wir unter @(%) einfach

g) = Db e,r = Dbl = e, 114 6,204+ eml,
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Wenn dagegen ein micht ausgerechnetes Polynom ¢(x) vorliegt
und wir wollen % fiir x eintragen, so bedeutet ¢(h), dass das
Polynom zuerst nach Potenzen von % zu ordnen und dann statt
1" r! einzutragen ist. So ist z. B.

o(x—41) =2 cr(n4h)y = E o) W= 2 e !,

wo die ¢ von % abhingen.
Diese Regeln wenden wir auf folgendes merkwiirdige Polynom an:

N [(1—00)(2—00)...(%—:0)]{’
(p(ﬂ)—/ﬂ L (p—1)! P

worin 2 den -Grad der fiir ¢ angenommenen algebraischen Glei-
chung und p eine Primzahl bedeutet. p nehmen wir grosser als
und werden es spiter iiber alle Grenzen wachsen lassen. Ins-
besondere sei auch p > |, , eine heiliufige Festsetzung, von
welcher wir spiter Gebrauch machen werden.

Um eine geometrische Anschauung von ¢(z) zu gewinnen,
construieren wir die Curve

y = o).

Sie schmiegt sich in den Punkten 1,2, ... 7 eng an die r-Axe
an und durchsetzt dieselbe hierbei, wihrend im Punkte O ein
Anschmiegen ohne Durchsetzung stattfindet. TFir Werthe von «
zwischen O und 7 liegt die Curve iiberall in nichster Néhe der
w-Axe. Fiir grossere Werthe von z entfernt sie sich von der
x2-Axe beliebig.

Von der Function () wollen wir jetzt drei fiir unsern Be-
weis wichtige Eigenschaften feststellen.

a) Ordnen wir ¢(x) nach Potenzen von @, so dass

(2) —zi— cal g det gttt
= v T =t T =1 T o—nr

so verschwindet bei gegebenem endlichen 2 und wachsendem p
schliesslich nicht nur ¢(z), sondern auch die Summe der absoluten
Werte 2|c,.(/c"l

Fiir p(x) ist dies sofort klar, wenn wir auf die unentwickelte
Form zurtickgehen und beriicksichtigen, dass mit wachsendem p
schliesslich die Potenz des Zihlers gegen die Facultit des Nenners
verschwindet.  Fiir die Summe der absoluten Werte aber folgt

das gleiche, wenn wir bemerken, dass wir dieselbe bekommen,
Kloein, Festschrift, 4
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wenn wir in die unentwickelte Form des ¢(z) fir (— ) tiberall
(x) eintragen.

b) Fir 2 setzen wir nun im ausgerechneten Polynome /i und
darauf statt 77 seinen Wert »!. Die so enistandenc Grisse @(I)
ist danm eine gamze, nicht durch p teilbare wund deshalb von Null
verschiedene Zahl.

Die Reihenentwickelung von ¢(%) hat nimlich als niedrigsten
Exponenten offenbar p — 1, wihrend der hochste znp 4+ p — 1
ist, so dass wir also haben:

r=np-4p—1
o (h) = 2 o
r=p—I1

Die ¢, sind, abgesehen von dem iiberall auftretenden Nenner
(p—1)!, ganze Zahlen. Dieser Nenner hebt sich aber iiberall
fort, sobald wir %" als ! deuten. Die niedrigste Facultit ist ja
gerade (p —1)!. Alle Reihenglieder sind ferner durch p teilbare
ganze Zahlen bis auf das erste, welches lautet:

=1 L= (n)P.

Dieses ist gewiss nicht durch p teilbar, denn es war ja p > n
angenommen. HEs ist also

() == (n!)? (mod. p),
demnach gewiss von Null verschieden.
Dieses (k) ist tibrigens jedenfalls eine sehr grosse Zahl.
Tinigermassen erhalten wir einen Massstab fiir seine Grdsse, wenn
wir das letzte Glied betrachten:

(n —1)!
v %j__pi—)Tl =p(p+1).. ._(ﬁp—|—p—1).

¢) Wir untersuchen weiterhin @ (7 < %), wo x eine der Zahlen
1,2,...7n bedeute. Es ist

p(h-+n%) = 2 er(h oy = 2‘ e/

Die Einfiihrang von #! an Stelle von %" darf unserer Verabredung
gemiiss erst nach der Anordnung nach Potenzen von I erfolgen.
Nach den Regeln des formalen Rechnens haben wir ferner:

! 1—n—m)2—n—"h)... n—r—h)]¥
o(htn) = (hfmyp—t L1720 (;_3)5 (n—r—M}"

Iiner der in der Klammer stehenden Factoren wird gleich — 7,
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also hat in unserer Reihenentwickelung 7 als niedrigsten Tx-
ponenten p, und es ist demnach

r=np+4p—1
o (h~4 =) =2 N
r=p

Die Coefficienten ¢, sind wieder rationale Briiche mit dem Nenner
(p—1)!. Dieser hebt sich indess, wie frither, iiberall fort, sowie
wir 7! fiir 7/ einsetzen.

Diesmal sind aber sdmitliche Reihenglieder durch p teilbar,
denn schon das erste lautet:

(— D)2 (e — 1) (n—n) 1]Pp ! _
L DO ! (—tymr [ 1) ) 12
p(h2x) ist also eime ganze durch p teilbare Zall.
3. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zu dem
Beweise, dass die Gleichung

Fle)=Cy~+ Cie+ Ce* + - - + Cre" =0
unmdglich ist.

Als diejenige ganze Zahl M, mit der wir (s. oben) diese
Gleichung multiplicieren wollen, wihlen wir eben ¢(h), so dass

o () F(e)=Cop(h)+ Crp(l)e+ Cop(h)2+4---~+ C p(h)er.
Es kommt dann darauf an, die Producte g(k)e, p(h)e?, ... jedes
fiir sich in eine ganze Zahl und einen Bruch zu spalten. Dies
gelingt mit Hiilfe der Reihe fiir ¢ sehr schén. Betrachten wir
ein beliebiges Product e* (k) und entwickeln wir @(h), so wird

Ao (l) = ¢ 2 el

Ein beliebiges Glied dieser Summe hat dann, abgesehen von einer
(fonstanten, die Form:

+1
6/71'"—71'-{—hn‘+‘hn‘+ +hu+(:b_;il)y+

Wenn wir an die Bedeutung 47 =1#! denken, so konnen wir diese
Reihe so umformen:

r(r— 1) W

e R "y g +y

r * n‘ « ..
T [<r+ HT ooty T }

Hier steht in der ersten Zeile einfach das Binom (2 4 ). Was
g #
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die zweite Zeile angeht, so vergleichen wir Glied fiir Glied der in
der Klammer stehenden Reihe

' O eFn T eFne e T
mit

c=1+ 5+ 13 T

und sehen, dass jedes Glied der ersten Reihe kleiner als das
entsprechende der zweiten ist. Der in der Klammer stehende
Ausdruck ist folglich (da alle in Betracht kommenden Glieder
positiv sind) kleiner als ¢#, und wir konnen setzen

AW = h~+ny 4 g..%"¢,
wo unter ¢, , ein echter Bruch verstanden wird. Dieselbe Spaltung

denken wir uns mit jedem Gliede in ¢* Er ¢, I vollzogen. Bilden
wir dann die Summe, so wird

e* 2 el = E cr(h4ny + e 2 Qr,n Cr %"

Der erste Bestandteil rechts ist @(/h—-%), also nach 2c. eine ganze
durch p teilbare Zahl. Da ferner ¢(x) = 2 ‘¢, %" nach 2a. ein
Bruch ist, welcher mit wachsendem p beliebig klein gemacht
werden kann, so gilt dies in noch héherem Masse fiirEq/,j,, c, %"

und auch, da ¢* eine endliche Grosse hat, fiir ¢* 2%” ¢, %,
Mit dieser Spaltung

o (h) = g(h+=x) 4 ¢ 2 Qrow Cr %"

haben wir genau das erreicht, was wir wollten. Setzen wir

e 2 r; ry Cr # =g,

so wird die fiir ¢ angenommene Gleichung:

Cop () + Cph+1) + Cop(h+2)+ - + anqo<h+n>} .,

+ Cz + Gy ++ Cos o
In dieser Gleichung liegt ein Widerspruch. In der That: Da die
Coefficienten C' endlich und in endlicher Zahl vorhanden sind, ist
auch 2 C,e, ein Bruch, welcher, wenn nur p gross genug .ge-
wihlt wird, beliebig klein gemacht werden kann. Die erste Reihe

aber ist eine Summe von lauter ganzen Zahlen, welche alle bis
auf die erste Cyp(h) durch p teilbar sind. Denn nach 2bh. ist
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@(h) nicht durch p teilbar, und |C,' ist, wie frither festgesetat
wurde, kleiner als p. Fassen wir die Reihe in eine ganze Zahl G
zusammen, so ist
G = Cyp(h) 2 0 (mod. p).

FEine ganze Zahl aber, welche durch eine Primzahl dividiert einen
Rest lisst, kann unmoglich verschwinden, wie wir schon oben
bemerkten.

Andrerseits kann G aber auch nicht durch den echten Bruch

20, ¢, aufgehoben werden. s ist also
o () Fe) 2 0.
Demnach kann, da ¢ (k) endlich ist,
Fle)=Cy+ Cie+ Cyi* 4 - -+ 4 Cpem

nicht gleich Null sein. Damit ist die Transcendenz von e oder,
wie wir sagen wollen, der Hermite'sche Satz bewiesen.

IV. Kapitel
Die Transcendenz der Zahl x.

1. Der Beweis, welchen Lindemann fiir die Transcendenz
der Zahl m gegeben hat, stellt sich als eine Erweiterung des
Hermite’schen Gedankenganges dar. Wihrend Hermite zeigt, dass
eine ganzzahlige Gleichung

Co+ Cie+ G2+ 4 Cpot =

nicht bestehen kann, verallgemeinert Lindemann dieselbe dadurch,
dass er fiir die Potenzen ¢!, ¢ ... jedesmal eine Summe einfithrt:

St e,
2 1o 1y
G+U +"'+eia

wo die
Hyy Koy oo o KY (fur sich genommen)

und die
Ay Ayy ... hy (filr sich genommen)

susammengehirige algebraische Zahlen sind, d. h. solche, welche
einer ganzzahligen algebraischen Gleichung geniigen. Unter diesen
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%, A, ... konnen sich nach Belieben auch imaginire Grossen be-
finden. Der allgemeine Lindemarn’sche Satz lautet also folgender-
massen:

Es ist unmaglicl, dass die Zall ¢ ciner Gleichung con der Form

Cot O (O e ) G (P P ) =0

gentige, wo dic Coefficienten C wveelle ganze Zahlen wund die Ex-
ponenten % fitr sich, die FExponenten A fiir sich efc. zusanunen-
gehorige algebraische Zahlen bedeuten.

In Worten konnte man diesen Satz auch so aussprechen:

Die Zahl ¢ ist wnicht nwr Teine algebraische Zahl und also
cine transcendente  Zahl  schlechtweg, sondern sic ist auch keine
interscendente Zahl (nach Leibniz Ausdruck)®) und also cine trans-
cendente Zahl hiherer Ordnung.

Die Grossen #;, #,, ... %y seien die Wwrzeln der Gleichung

alt¥y 4+ a, N4 ay =0,

die Grossen Ay, Ay, ... Ay die Wurzeln der Gleichung

bV b,V by =0

u. s, wW.

Diese Gleichungen miissen nicht notwendig irreducibel sein,
auch braucht der Coefficient des hochsten Gliedes mnicht gleich 1,
die symmetrischen Functionen der Wurzeln (diese allein werden
in unsern spiteren Entwickelungen auftreten) brauchen also nicht
ganze Zahlen zu sein.

Da wir aber zuletzt doch ganze rationale Ausdriicke bediirfen
werden, betrachten wir speciell symmetrische Functionen der
Grossen

A%y A%y, oo ARY,
bAg, Ohy, ... DAy,

welche wir als Wurzeln der Gleichungen

(ak)¥ 4 a, (k)1 + wga(ak)™1 4 - 4 uy o™ =0,
@Y 4 b, (VDY 1 F 0, 0 (DD =2 4 A Dy BV =0,

*) Leibniz bezeichnet eine Function x*, wo 1 eine algebraische
Irrationalitit, als interscendent.
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erhalten. Diese Grdssen sind ganze zusammengehdrige algebraische
Zahlen und ihre rationalen symmetrischen Functionen demnach
reelle ganze Zahlen.

In unseren weiteren Untersuchungen werden wir nun Schritt
fiir Schritt denselben Weg innehalten, welchem wir beim Beweise
des Hermite’schen Satzes folgten:

Wir multiplicieren die Gleichung, deren Unmoglichkeit nach-
gewiesen werden soll, mit einer ganzen Zahl M und werden ver-
suchen, die Producte

]P[(cxl—}— czﬂ—!— s+ e”N),
u 7 1,
(" F ),

jedes fiir sich in einen ganzzahligen Bestandteil und einen Bruch
zu spalten, so dass

(4 S = s
(" " EY) =0 gy,

Wir bekommen so die Gleichung
Col + C My + Cy My + - - ) —0
+ e + Gy + -

und hier werden wir es wieder so einrichten konnen, dass der
ganzzahlige Bestandteil

CoM + C M, 4 C M, + - -
gewiss wicht gleich Null, der andere Teil aber
Crep + Coey + -+

ein Deliebig Fleimer Bruch ist, womit wir denselben Widerspruch
wie frither haben.

2. Wir benutzen wieder das frither eingefithrte Symbol /" = !
und wihlen als Multiplicator die Grosse M == ¢ (h), wo ¢ (h) in
Verallgemeinerung des fritheren Ausdrucks folgendermassen ge-
bildet ist:
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p—1 , .
o(h) _ M (Gt —0) (g — ) ... (wy — 1)} P .afPa? a2

(p—1)!
(A —0)(Ag—0) ... Ay —T)} 2 BYP NP V0

"
indem wir unter p eine Primzahl verstehen, welche wir
! 1 : | .
>0, > a,>b,...> ay|, > by|,...

machen und spiter sogar unbegrenzt wachsen lassen.

Die Potenzen a¥?, 1¥7 ... sind hinzugefiigt worden, damit
wir bei der Entwickelung nach Potenzen von 7% symmetrische
Functionen der Grossen

Wiy, Uhy, . .. UKY,

bll, Z)l‘)‘ N Z)ll\r’,

also reelle rationale ganze Zahlen erhalten. Weiter unten werden
wir noch die Ausdriicke

ZL @ (ke 4 10), Z’ o +7). ..

entwickeln; und damit auch hier die Coefficienten (abgesehen von
dem Nenner (p — 1)!) reelle rationale ganze Zahlen sind, ist die
Hinzunahme der Potenzen a¥%, ¥'7 ... 0% "7 . . erforderlich.
Es handelt sich zuerst darum, einzusehen, dass @(h) eine
von Null verschiedene ganze Zahl ist. Nach Potenzen von 7
geordnet, wird
r=Np+~Np+- - +p—1
o (h) = Z el
r=p—1
Alle Coefficienten sind hierin, abgesehen von dem iiberall auf-
tretenden Nenner (p—1)!, ganze Zahlen.
Der Factor des ersten Gliedes n?~! beispielsweise ist:
_*1,# y P paNp N'p
(p—1)i (g . %y ... any)?a¥? o
(DA DAy DAy )P OYPRY Y

= (ﬁ_il—)-, (— 1)Vt (a2 v NP (b bV )P Y,
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Fithren wir hier den wahren Wert h?~! = (p —1)! ein, so hebt
sich der Nenner fort, und wir erhalten nach dem, was wir iiber
die Grosse von p festsetzten, eine durch p nicht teilbare ganze Zahl.
Doch schon das zweite Reihenglied ¢,/ ist ersichtlich durch p
teilbar, — dass es eine ganze Zahl ist, brauchen wir kaum zu
betonen — und dasselbe gilt fiir alle folgenden Glieder.

a) Darum ist @(h) selbst eine ganze durch p wicht teilbare
Zahl und kann als solche wwmoglich gleich Null werden.

Indem wir ganz #hnlich wie beim Hermite’schen Satze weiter
gehen, betrachten wir jetzt das Polynom ¢ als Function von a,

p(x) = Zr [

Es wird dann

o1
o(r) = @”jl)— {a¥a¥ OV (g — ) (y— ) . .. (i — )

(M=) (g—a). . Ay —x) .. 7.

Der eingeklammerte Ausdiuck spielt bei gegebenem x die
Rolle einer Constanten, nennen wir ihn K, so wird

@ p—1 K?
o(1) =1y

Lassen wir nun p unbegrenzt wachsen, so wichst schliesslich bei
gegebenem endlichen x die Facultit im Nenner in beliebig hohem
Maasse iiber die Potenz im Zédhler hinaus. 2 ¢, #" kann also
durch ein hinreichend grosses p beliebig klein gemacht werden.
Der Schluss bleibt aber ersichtlich auch richtig, wenn wir in der
Entwickelung von ¢(x) iiberall die absoluten Werte nehmen, und
wir erhalten das Resultat:

b) Bei gegebenem endlichen x und wnbegrenzt wachsendem p
wird o(x) =2 e und sogar 2 ¢ x" beliebig Flein.

Unter Festhaltung der Analogie mit dem Beweise des Hermite-
schen Satzes beschiiftigen wir uns jetzt mit den Summen

v=N y=N'
Zq)(wh% Zwmth), .

und werden sehen, dass jede derselben eine ganze durch p teil-
bare Zahl ist.
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‘Wir haben

al (x, Np N
@y A= h) = gy OO

VDD (o — sy —h) (g —#y—h)...(—h)...(y—n,— 1) ]?
LAV PN PR —ny—h) (g—ny—10)...(Ay — %, —T)]?

Der vte Factor des Ausdrucks
(g — sr — 1) (g — 0 — 1) ... (e — %y — h)
ist (— &), also ist, wenn wir nach Potenzen von / ordnen, die
niedrigste Potenz ¥. Wir gewinnen demnach fiir ¢ (%, + k) einen
Ausdruck von der Form
r=Np+Npt---+p—1
§ o 1) = D /I,

r=p
und analog ist
v=x r=Np+Npd- +p—1
E (% 1) = 2 C/h.
=1 r=p

Die Coefficienten C,” sind hier ganze und ganzzahlige sym-
metrische Functionen sowohl der Grossen

Wkyy ARy, ... QXY
als auch der Gréssen

“bdg, bhg, ... bAy,
ete.,

also reelle ganze Zahlen, dividiert durch (p —1)!.
Setzen wir dann wieder ! statt A" ein, so hebt sich der
Nenner in jedem Gliede fort, jeder Summand behdlt dabei den

Factor p und
v=N

c) 2 @ (%, 4 k) ist somit eine gamze durch p teilbare Zahl.
v=1

Das gleiche ergiebt sich in derselben Weise fiir

y=N'

2 oA, 4 h) ete.

v=1

Wir haben so drei Eigenschatten des ¢, welche ganz den



Die Transcendenz von . h9

frither beim Hermite’schen Satz entwickelten Eigenschaften von ¢
entsprechen.

3. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zu dem
Beweise, dass die angenommene Gleichung

# #y # Ay 2y Ao
Gt O e ) 6 (P ) =0
nicht richtig sein kann. Zu diesem Zweck multiplicieren wir sie
mit g (h):
Cog () + C, (P o)+ =p@) - Fp®) 4 =0

und versuchen, jede der auftretenden Summen

Foph) + Col)+ -+ Fygh) ete
in eine ganze Zahl und einen Bruch zu spalten. Dies wird um
eine Kleinigkeit umstéindlicher als frither. x kann némlich complex
sein, gleich % - ix”; wir miissen dann den absoluten Betrag

®| =4 V%% 4 %”? heranziehen.
Ein Glied der obigen Summe ist

e o(h) = ¢* 2 el = Z el et .

Sehen wir von der Constanten ¢, ab, so ist der einzelne Bestand-
teil dieses Ausdruckes ¢* /', und dieser lisst sich, wie frither gezeigt
wurde, folgendermassen schreiben:

YA Py p— r r Lid ""Z
el Gl S R e R §
Ersichtlich ist jedes Glied der Reihe
% %2
Ot 5 Tornen T

dem absoluten Betrage nach kleiner als der absolute Betrag des
entsprechenden Gliedes in der Reihe

0”=1+1¥1+;;+"“
Also ist
o %? Ll
T T egmey T <

oder
3

3 [ Ly
e S R
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wo ¢, eine complexe Grosse bedeutet, deren absoluter Betrag kleiner
als 1 ist. Somit ist

I = (h4ny + g .%e”,

und
cop(h) = 2 e lret = Dre(h4 =y + 2 e
— g (hn) + DT ot el
Machen wir dieselbe Spaltung mit jedem Gliede der Summe

Po() + Fol) 4 -+ o),

so wird

Copl) 4 Col) 4 - 4 k)

v=a y=0
—_ 2 p(h =4 =) + 2 { o 2 C’”V’Qr,u} .
r=1 v=1

Ebenso verfahren wir mit allen andern in der vorgelegten Glei-
chung auftretenden Summen, und diese nimmt dadurch folgende
Gestalt an:

v=N 1=N'
Cop )+ €, D gt m) + € D 9 +2) + -+

' .,. s l,v r

Nach 2b. kann man nun durch ein hinreichend grosses p
—Z‘T[ ¢, %" beliebig klein machen, um so mehr gilt dies, da

| 02| <1 ist, fiir 2 ¢, %" ¢y, und auch fiir ¢” 2 %" q,,» und
fir 2’ 2‘ Pd Cr ity Qr,», etc. Da ferner die Coefficienten ¢ endlich
und in endlicher Zahl vorhanden sind, wird die ganze zweite Reihe
der Gleichung mit unbegrenzt wachsendem p beliebig Klein.

Die erste Reihe ist eine Summe von lauter ganzen Zahlen.
Unter diesen ist nach 2a. und nach unserer Voraussetzung, dass
p>|C,, die erste durch p nicht teilbar, wihrend alle iibrigen
nach 2c. durch p teilbar sind. Die ganze erste Reihe ist also
cine durch p nicht teilbare und deshalb von Null verscliedene Zahl.
Damit haben wir den in Aussicht genommenen Widerspruch. —

4. Wir schreiten weiter zu einem ebenfalls von Lindemann
aufgestellten Satze, welcher der Form nach viel allgemeiner ist
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als der jetzt bewlesene, dessen Beweis wir aber sofort auf den
bisherigen Satz zuriickfithren und den wir deshalb als das Linde-
manw’sche Corollar bezeichnen. Wir sagen zundchst:

Eine Gleichung

0= 0y + €/ en+ ¢ ooy

wo die Coefficienten C' ganze Zahlen darstellen, ist wnmdglich, auch
wenn dic Exponenten %, A, ... wnverkwiipfte algebraische Zallen
bedeuten.

Um diese Behauptung zu beweisen, stellen wir neben obigen
Ausdruck alle diejenigen, welche sich ergeben, wenn wir auf alle
Weisen statt %, der Reihe nach die zugehdrigen algebraischen

Zahlen
Kgy gy - - - AN
und statt 4, die entsprechenden
Ay, Agy oo Ay
ete.

setzen. Multiplicieren wir dann die so gebildeten Ausdriicke mit
einander, so erhalten wir ein Product

H{CO/_,— o & + az/")"g +

Py
a=1,2; N
B=1,2,... N
= (P S )
4 O (et 4 gt o)
G (et et )
Die Exponenten von ¢ in den einzelnen Klammern sind sym-
metrisch aus den Grdssen %, 4 ... zusammengesetzt, sie bilden also

jedesmal die Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit ganz-
zahligen Coefficienten und sind demnach zusammengehirige alge-
braische Zahlen. Unser Product f&llt somit unter den Lindemann-
schen Satz und kann daher nicht verschwinden. Es kann also
auch keiner seiner I'actoren gleich Null sein. Damit ist unsere
Behauptung bewiesen.
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Jetzt leiten wir eine noch allgemeinere Behauptung ab, indem
wir voraussetzen, dass in dem Polynom

o oo

nicht nur die %, A, sondern auch die Coefficienten C unverkniipfie
algebraische Zahlen sein diivfen. Wir sagen, dass auch cin solcher
Ausdruck nicht verschwinden Tann.

Der Beweis verliuft genau so, wie soeben. Wir stellen
neben unseren Ausdruck alle diejenigen, welche sich ergeben, wenn

tir " der Reihe nach die ihm zugehdrigen algebraischen Zahlen
2 3 N
o®, 0@, . .. o™

gesetzt werden. Multiplicieren wir die so gebildeten Polynome
mit einander, so erhalten wir ein Product

1 1 {Co(a) + \01@ ¢ + 02()/) ¢ + -

& 3,7y -

=4 Oyer 4 Crét 4
4 et e O et

wo die Coefficienten C' ganze symmetrische Functionen der Grossen
) @) (o)
Cy’y Oy oo G,
(1) @) (M)
O, 07, 6,

und daher rationale Zahlen sind.

Ein solcher Ausdruck kann aber nach unserer eben bewiesenen
Behauptung nicht verschwinden, und wir haben damit das Linde-
mann’sche Corollar in seiner allgemeinsten und reinsten Form
gewonnen:

Fs ist unmaglich, dass die Zahl ¢ einer Gleichung von der Form

G4 G4t =0
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geniige, wo sowohl die Exponenten %, A, ..., als auch die Coefficien-
ten Cy, Oy, Cy, ... algebraische Zahlen sind.

Wir kénnen auch sagen:

Wenn eine Gleichung von der Form

O+ Cier 4 Gyt 4 =0
vorliegt, kovmen die Exponenten und Coefficienten dieser Gleichung
wicht sdmtlich algebraische Zahlen scin.

5. Aus dem Lindemann’schen Corollar lisst sich eine Reihe
interessanter Folgerungen ziehen. Zuniichst ergiebt sich aus ihm
die Transcendenz von m ganz von selbst. Wir kniipfen dabei an
die merkwiirdige Formel

1+ e7=0

an. Die Coefficienten dieser Gleichung sind algebraisch, also ist
der Exponent iz nicht algebraisch, d. h. & ist eine transcendente Zall.
6. Weiterhin betrachten wir die Function y = ¢*
Hier scheint der Fall

im Widerspruch mit unsern Sitzen iber die Transcendenz der
Zahl ¢ zu stehen. Wir miissen dazu bemerken, dass der Fall
des Exponenten 0 von uns von vorne herein stillschweigend aus-
geschlossen war. Das von uns frither benutzte Polynom ¢ wiirde
fiir den Exponenten O seine wesentlichen Eigenschaften verlieren,
und damit werden natiirlich unsere Sitze ungiiltig.

Abgesehen von diesem einen Falle x == 0, y = 1, ist nach
dem Lindemann’schen Corollar die Exponentialfunction y == ¢*,
2 == log nat y so beschaffen, dass y und x, d. h. Numerus und
Logarithmus des natiivlichen Systems, nicht gleichzeitig algebraisch
sein konmen. Einem algebraischen Werte von « entspricht ein
transcendenter Wert von x und umgekehrt. Jedenfalls ein sehr
merkwiirdiger Satz.

Construieren wir die Curve y == ¢ (s. Fig. XI der Tafel) und
markieren wir sémtliche algebraische Punkte der Ebene, so windet
sich die Curve zwischen diesen Punkten hindurch, ohne je mit
einem derselben (ausser in 2 == 0, y == 1) zusammenzutreffen.
Der Satz bleibt bestehen, auch wenn man fiir # und y beliebige
complexe Werte nimmt. Die Exponentialcurve ist demnach in viel
hoherem Sinne transcendent, als man gewohnlich meint.

7. Bine weitere Folgerung des Lindemann’schen Corollars ist
die in demselben Sinne zu verstehende Tramscendenz der Curve oder
Function y == arc sin « und dhnlicher Functionen.
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Die Function y = arc sin z ist definiert durch die Gleichung
Qix == 'Y — ¢,

Wir sehen also, dass auch hier # und y nicht gleichzeitig alge-
braisch sein konnen. Ausgenommen ist der Punkt « = 0, y = 0.
Oder, wenn wir es geometrisch aussprechen sollen:

Die Curve

9 == arc sin &

geht (s. Fig. X1I) wic die FExponentialcwrve durch keinen algebraischen
Punlt der Ebene (abgesehen von x == 0, y = 0).

Anhang.

Der Lindemann’sche Satz beweist die Transcendenz der Zahl m,
und damit ist das alte Problem der Quadratur des Kreises in
negativem Sinne heantwortet, jedoch in viel allgemeinerer Weise,
als es urspriinglich gestellt war. Nicht nur ist es unmdoglich, =
mit Zirkel und ILineal zu construieren, sondern es giebt auch
keine durch eine ganzzahlige algebraische Gleichung definierte hohere
Curve, von welcher m die einem rationalen Werte der Abscisse
entsprechende Ordinate ist. Eine wirkliche Construction von =«
kann also nur mit Hiilfe einer transcendenten Curve ausgefiihrt
werden, und wir miissen (sofern es sich nm wirkliche Construction
handeln soll) zu Zirkel und Lineal einen ,transcendenten® Apparat
adjungieren, welcher diese Curve in einem Zuge liefert. Tin solcher
Apparat ist der Integraph, welcher neuerdings von einem russischen
Ingenieur Abdank-Abakanowicz ersonnen und beschrieben und
von Coradi in Ziirich hergestellt worden ist.

Mit Hiilfe dieses Instrumentes kann man zu einer gegebenen
Curve y = f(z), der ,Differentialcurve”, die zugehdrige ,Integral-
curve* Y = F(z), wo

P (@) = [ )z,

construieren. Zu diesem Zwecke fithrt man den Integraphen so,
dass ein mit ihm verbundener Stift, der , Fahrstift“, die Differential-
curve durchliuft, dann zeichnet ein zweiter Stift, der ,,Zeichenstift®,
die Integralcurve. Was die nihere Beschreibung des sinnreichen
Werkzeuges betrifft, so miissen wir auf die Originalabhandlung
(deutsch bei Teubner 1889) verweisen.

Wir konnen hier mur das Princip angeben. Fiir jeden ein-
zelnen Punkt der Differentialcurve y == f(x) construiere man sich
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das Hiilfsdreieck, welches die Punkte (z, ), (z, 0), (z — 1, 0)
zu Ecken hat. Die Hypotenuse dieses rechtwinkeligen Dreiecks
bildet mit der Abscissenaxe einen Winkel, dessen trigonometrische
Tangente = y ist. Daher ist diese Hypotenuse der im zugchorigen
Punkte X, Y der Integralewrve beviihvenden Tangente parallel. Die
Aufgabe des Apparates wird hiernach sein, den Zeichenstift parallel
mit der wechselnden Richtung der genannten Hypotenuse fortriicken
2w lassen, walwend dey Falwstift dic Differentialcurve dibervstreicht.
Dies wird einfach dadurch erreicht, dass der Zeichenstift mit einer
vertical gestellten scharfrandigen Rolle verbunden ist, deren Ebene
sich allemal parallel mit der genannten Hypotenuse einstellt. Diese
Rolle wird n#mlich durch ein Gewicht an das Zeichenpapier stark
angepresst, und dadurch vermag ihr Berithrungspunkt nicht anders
als in der Richtung der Rollenebene fortzuschreiten.

Der Integraph wird vielfach in der Praxis benutzt, um be-
stimmte Integrale zu berechnen; fiir uns ist seine Anwendung zur
Construction von = von besonderem Interesse.

Die Differentialcurve sei ein Kreis

at oyt =2
so ist die Integralcurve:

.
’ 5 r? I S
Y=./V1"’ — #fdw = jarcsin - + §V;'2 — .

Die Curve besteht aus einer Reihe congruenter Curvenzweige.

v Y

r"«,/.’l/ \
7 [ )

|
7
, N 7 )
—X e - . I X
-z \j
2
_1'321
_rn
%
Fig. 10.

Die Abschnitte aut der mittleren Linie sind 0, -+ %t <o+, auf

k4 5 37 C s
T 72 R Setzen wir also »==1, so liefern

Klein, Festschrift. 5
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